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概要

素粒子の標準理論を越えるいくつかの新物理モデルにおいて、質量を結合荷とする湯川型の相互作用が

予言されている。これまで種々の方法によって、この相互作用の探索が進められてきたが、相互作用の到

達距離が 0.1 nmから 10 nmの範囲では、キセノン原子による中性子小角散乱を用いた手法がもっとも厳
しい制限を与えている。この実験の感度は統計誤差によって決まっているため、さらなる感度の向上のた

めの選択肢として、高フラックスビームラインを用いた高統計実験か、散乱ターゲットであるガスの高圧

化の二つが考えられる。

本論文では、まず、次期高統計実験に向け、世界最高の中性子フラックスを持つ ILL D22 ビームライ
ンで行ったテスト実験ついて述べる。この実験では、先行研究の 10倍の統計量を取得することに成功し
たが、最終的な到達感度の評価には検出器形状を考慮し解析する必要があることが分かった。

次に、散乱ターゲットのガスを高圧化した際の感度評価の手法について述べる。そして、この手法を高

圧クリプトンの中性子小角散乱のデータ (Benmore et al. 1999) に適用し、到達感度を評価した。2 体間
ポテンシャルの不定性による系統誤差により、到達感度は先行研究と比較して 1桁程度悪くなったが、統
計、温度、3体間ポテンシャル、2体間ポテンシャルの精度を改善することにより到達距離が数 nmの領
域で先行研究を上回る感度を達成できることがわかった。
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1

第 1章

序論

1.1 対象となる新物理

素粒子の標準理論は、物質の構成粒子とその間に働く相互作用を量子力学的に説明する理論であり、こ

れまでに得られた様々な実験結果を再現する。しかし、標準理論は重力を量子力学的に記述できず、また

ダークマターの存在を説明できないことから、標準理論を超える新物理の存在は確実視されている。新物

理の候補である超対称性理論や余剰次元モデルの中には、質量やバリオン数 B、バリオン数とレプトン数

の差 (B −L)を結合荷とし、ピコメートルからミリメートルのオーダーの到達距離を持った新しい相互作
用を予言するものがある [1–4]。本研究では結合荷が質量か B であるものについて扱う*1。このような相

互作用を媒介するスカラーボソンの質量を µ とし、この粒子の換算コンプトン波長を λ̄ ≡ ℏ
µc とすると、

この相互作用のポテンシャル V new(r)は次のような湯川型ポテンシャルで与えられる：

V new(r) = − ℏc
4π
g2Q1Q2

e−r/λ̄

r
. (1.1)

ここで、Q1, Q2 は相互作用の働く 2つの test massの結合荷であるが、本研究ではバリオン数 B ではな

く質量とする。g2 は結合定数であり、質量−2 の次元を持つ。

この相互作用は、重力のように質量を持つ物質に働くという性質を持つ一方で、重力の逆 2乗則や等価
原理を破ることになる。本研究ではこの相互作用を新しい重力的な相互作用 (以下、新しい相互作用) と
呼ぶことにする。

1.2 先行研究

重力の逆二乗則や等価原理は 1908 年の Eötvös の実験、以来様々な手法で検証されてきた。これらの
実験を通して、新しい相互作用への制限は年々厳しくなっている。図 1.1は、式 (1.1)の結合定数 g2 と到

達距離 λ̄ のパラメータ空間における、95% 信頼水準での棄却域を示している。図中のそれぞれの曲線ご
とに実験の手法は異なるが、一般的に λ̄が 10 nmよりも大きい範囲では、捩り秤やカンチレバーといっ
たマクロスコピックな手法が用いられてきたのに対し [5–10]、λ̄が 10 nmよりも小さい範囲では、中性
子散乱が用いられてきた [11–13]。

*1 本研究では中性子と原子を test massとするが、この場合、質量と B は比例する
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図 1.1 これまでに新しい相互作用の存在が棄却された領域。制限 A-C は中性子散乱によって得られ
たもの [11–13]。制限 D-Iは捩り秤やカンチレバーなどのマクロな手法によって得られたもの [5–10]。

表 1.1 HANARO実験のパラメータ

名称 値

中性子波長 5.0 Å
中性子ビーム発散角 3 mrad

Xeガス圧力 2.0 atm
Xeガス散乱測定時間 72 hr

中性子の散乱角度分布を用いた探索実験は、2014年、韓国原子力研究所 (KAERI)の原子炉 HANARO
において、Kamiyaらによって行われた [12]。この実験では、ビームライン上に設置したチェンバーに充
填された Xeガスに冷中性子ビームを照射し、チェンバーから 3.1 m下流に設置された 2次元検出器で散
乱中性子を測定した (図 1.2)。その他の実験パラメータを表 1.1に示す。散乱角度分布を詳細に調べるこ
とで、新しい相互作用の探索が可能となる原理については後述する。

Kamiyaらの実験は、新しい相互作用の到達距離 λ̄が 0.1 nmから 10 nmの範囲で最も高い感度を実現
している。この実験の到達感度は散乱データの統計量で制約されていたため、高統計の実験を行うことで

感度改善の余地がある。そこで、以下 2つの選択肢が考えられる。

1.高フラックスビームラインでの散乱実験
HANAROと同様の原子炉を用いる定常中性子源として、HANAROよりも高フラックスのビーム
が得られる施設がいくつか存在する。特に、フランス ILLの中性子源であれば、約 10倍のフラッ
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図 1.2 HANARO実験のセットアップ (文献 [12]を元に作成)

クスが期待され、感度の改善を行うことができる。

2.ガスの高圧化
先行研究では中性子の透過率は約 90% であり、透過しなかった中性子もそのほとんどが Xe 原子
に吸収されていた。そこで散乱体であるガスを高圧化し、さらに吸収断面積の小さい原子を標的と

して用いることで、散乱イベントを増やすことができる。その有力な候補が 86Krである。

本論文では、1. の次期高統計実験に向けたテスト実験として、2017 年 3 月に ILL D22 ビームラインで
の実験を第 3章で扱い、2.の内容として、過去に行われた 86Krの高圧ガスによる中性子散乱のデータへ

の適用のために開発した新しい相互作用の探索手法とその適用結果を第 4章で述べる。
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第 2章

中性子散乱の理論

本章では、中性子散乱の理論について概説する。

2.1 節において中性子散乱の微分断面積を扱う。まず 2.1.1 節では、中性子散乱の微分断面積の一般形
を示し、ポテンシャルの Fourier変換である散乱振幅が現れることを見る。続く 2.1.2節で、この散乱振
幅から散乱長と呼ばれる量が得られることを述べ、散乱長の表式について説明する。そして 2.1.3 節で
は、散乱波の干渉が無視できないような状況において、微分散乱断面積が散乱長と原子の分布に起因する

構造因子とに分けられることを見る。

2.2 節では構造因子に焦点をあてる。まず 2.2.1 節で、統計力学の議論から、原子の分布を反映した動
径分布関数と呼ばれる量を導く。次の 2.2.2節で、構造因子と動径分布関数がフーリエ変換で結ばれてい
ることを確認し、原子間ポテンシャルを用いて構造因子の関数形を決定する方法を見る。そして、2.2.3
節で、原子間ポテンシャルの詳細について議論する。

2.1 微分散乱断面積

本節では、中性子の微分散乱断面積の表式を求める。導出は基本的に文献 [14]に従う。

2.1.1 微分散乱断面の一般形の導出

波数ベクトル k,エネルギー E,スピン σ の中性子 (質量を mとする)が、相互作用ポテンシャル V̂ に

よって散乱し、波数ベクトル k′, エネルギー E′, スピン σ′ となる過程を考える。そしてこのとき、サン

プルの原子系の状態が λ から λ′ に変わったとする (図 2.1)。散乱前後のエネルギー保存を考えると、原
子の反跳による中性子から原子へのエネルギー移行 ℏω ≡ E − E′ = ℏ2(k2 − k′2)/2mと、原子系のエネ

ルギー Eλ, Eλ′ との間に
ℏω = Eλ′ − Eλ (2.1)

が成り立つ。

さて、Born近似の下で、波数ベクトル kの平面波が、波数ベクトル k′ の平面波へと遷移する確率は次
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図 2.1 原子による散乱。

のように与えられる (Fermiの黄金律):

Wk,σ,λ→k′,σ′,λ′ =
2π

ℏ

∣∣∣∣∣⟨σ′λ′|
∫

dxψ∗
k′ V̂ ψk |σλ⟩

∣∣∣∣∣
2

ρk′(E). (2.2)

ここで、ψk および ψ∗
k′ は入射・散乱中性子の波動関数で、中性子の位置ベクトルを x、系の体積を L3 と

すると

ψk =
1

L3/2
exp(ik · x), ψk′ =

1

L3/2
exp(ik′ · x) (2.3)

で与えられる。また、ρk′(E)は終状態密度で

ρk′(E) =

(
L

2π

)3
dk′

dE
=

(
L

2π

)3
mk′

ℏ2
dΩ (2.4)

で与えられる。散乱断面積 dσ と遷移確率Wk,σ,λ→k′,σ′,λ′ は、入射フラックスを jin とするとき

dσ =Wk,σ,λ→k′,σ′,λ′/jin

で得られるが、入射フラックス jin は

jin = (入射中性子の速度)/L3 =
ℏk
mL3

(2.5)

と書けるので、式 (2.2),(2.3),(2.4)および (2.5)より微分散乱断面積は

(
dσ

dΩ

)
k,σ,λ→k′,σ′,λ′

=
k′

k

(
mL6

2πℏ2

)2
∣∣∣∣∣⟨σ′λ′|

∫
dxψ∗

k′ V̂ ψk |σλ⟩

∣∣∣∣∣
2

=
k′

k

( m

2πℏ2
)2

∣∣∣∣∣⟨σ′λ′|
∫

dx exp(−ik′ · x)V̂ exp(ik · x) |σλ⟩

∣∣∣∣∣
2

(2.6)

となる。さらに式 (2.3)より、上式の積分の部分を

m

2πℏ2

∫
dx exp(−ik′ · x)V̂ exp(ik · x) = m

2πℏ2

∫
dr exp(iq · x)V̂ (2.7)

≡ ⟨k′| V̂ |k⟩ ≡ −A(k,k′) (2.8)
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と状態ベクトルの内積の形で書くことにする。ここで q = k − k′ は中性子から原子への運動量移行ベク

トルであり、A(k,k′)は散乱振幅と呼ばれる量である。そして、|σλ⟩ |k⟩ ≡ |kσλ⟩とおくと式 (2.6)は(
dσ

dΩ

)
k,σ,λ→k′,σ′,λ′

=
k′

k

∣∣∣⟨k′σ′λ′| V̂ |kσλ⟩
∣∣∣2 (2.9)

となる。

微分散乱断面積の一般的な形を求めるには、始状態 σ, λについて平均を取り、終状態 σ′, λ′ について和

を取れば良い。また、後述するように A(k,k′)がアイソトープの種類 (原子核スピンの大きさ)や原子核
スピンの方向に依存するため、アイソトープ比率に応じた平均と、原子核スピンの方向について平均をと

ることにする。よって、2階微分断面積の一般形として

d2σ

dΩdE′ =
k′

k

∑
λ,λ′

∑
σ,σ′

PλPσ

∣∣∣⟨k′σ′λ′| V̂ |kσλ⟩
∣∣∣2δ(ℏω + Eλ − Eλ′) (2.10)

を得る。ここで、Pλ は始状態 λ が実現する確率であり、Pλ = e−βEλ/
∑

λ e
−βEλ で与えられる。また

Pσ は入射中性子スピンの確率で、本研究のように非偏極ビームを用いる場合には Pσ(↑) = Pσ(↓) = 1/2

である。上の水平線は、始状態のアイソトープ比率、原子核スピンの方向ついての平均を表す。最後に現

れたデルタ関数は、式 (2.1)のエネルギー保存を反映させたものである。
ここから、微分散乱断面積についてより詳細な議論を行うためには、散乱振幅 A(k,k′) = −⟨k′| V̂ |k⟩
について見ておく必要がある。次節ではこれを扱う。

2.1.2 散乱長

既知の相互作用による散乱長

式 (2.10) に現れる行列要素 ⟨k′| V̂ |k⟩ = −A(k,k′) に注目し、中性子と原子の相互作用について議論

する。散乱振幅 A(k,k′) は、j 番目の原子の位置演算子を r̂j、この原子と中性子の相互作用ポテンシャ

ルを V̂j(x− r̂j)としたとき

A(k,k′) = −
∑
j

bj(q) exp(iq · r̂j) =
m

2πℏ2

∫
dx exp(iq · x)

∑
j

V̂j(x− r̂j) (2.11)

と書けることが知られている。bj(q)を散乱長と呼ぶ。原子間ポテンシャルの中には、原子核スピンに依

存するものがあり、これに伴って、ポテンシャル V̂j および散乱長 bj(q)はアイソトープごとに異なる値

を持つ。

相互作用ポテンシャルは、以下に示す 4つの相互作用の和で書けることが知られている [15](原子のイ
ンデックス j は省略)：

V̂ = V̂ (N) + V̂ (M) + V̂ (E) + V̂ (P ) (2.12)
V̂ (N) : 原子核との強い相互作用

V̂ (M) : 中性子の磁気双極子モーメントと原子の電磁場との相互作用

V̂ (E) : 中性子の内部電荷分布と原子の電磁場との相互作用

V̂ (P ) : 中性子の分極による誘起電気双極子モーメントと原子の電磁場との相互作用
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これに伴い、散乱長 b(q)も、式 (2.12)のぞれぞれの相互作用に起因する項の和で書くことができる：

b(q) = b(N) + b(M) + b(E) + b(P ) (2.13)

電子のスピン磁気モーメントの和が 0 であるような反磁性原子に対する、式 (2.13) の各項の具体的な表
式は次のようになる：

b(N) = bNc + bNi
σ · I√
I(I + 1)

(2.14)

b(M) = −bF {gNσ · (1− q̂q̂) · I + Z [1− f(q)] [1− iσ · n̂ cot θ]} (2.15)
b(E) = −bIZ [1− f(q)] (2.16)
b(P ) = bP (2.17)

ここで、I は原子核スピン、 1
2σ は中性子スピン、q̂ は運動量移行 q の単位ベクトル、gN は原子核の g

因子*1であり、n̂は散乱平面の法線ベクトルを表す。また、1は単位行列である。

上式に現れている f(q)は原子形状因子 (atomic form factor)と呼ばれる量で、

f(q) = ⟨0| 1
Z

Z∑
j=1

exp(iq · rj) |0⟩ (2.18)

と定義される。ここで |0⟩は原子の基底状態であり、rj は電子の位置を表す。希ガス原子では電子の分

布が球対称であるため、f(q)は q ≡ |q|のみに依存する。f(q)は Hartree-Fock法を用いて数値的に計算
可能だが、この結果を再現する次のような経験式が知られている：

f(q) =
1√

1 + 3
(

q
q0

)2
. (2.19)

パラメータ q0 は Hartree-Fock法で得られた結果との比較から、図 2.2のように与えられることが知られ
ている [15]。この図から、本研究では q0 の値を、キセノン (Xe)：6.92 Å−1、クリプトン (Kr)：6.75 Å−1

とした。

式 (2.14)に与えられた散乱長を、原子核スピン I、中性子スピン 1
2σ に対する依存性に応じてまとめる

と、次のようになる：

b(q) = bcoh,s(q) +
σ · binc,s(q) · I√

I(I + 1)
+ ibS(q) · σ · n̂ (2.20)

ここで、bcoh,s(q) は (単一原子の)coherent 散乱長、binc,s(q) は incoherent 散乱長テンソル*2、b
S(q) は

Schwingr散乱長と呼ばれ、それぞれ

bcoh,s(q) = (bNc + bP )− (bF + bI)Z [1− f(q)] ≡ bconst − bneZ [1− f(q)] (2.21)

binc,s(q) = bNi1−
√
I(I + 1)gNb

F (1− q̂q̂) ≡ bNi1+
3

2
bNd(1− q̂q̂) (2.22)

bS(q) = bFZ [1− f(q)] cot θ (2.23)

*1 核磁子 βN ≡ eℏ/2mcを用いると、原子核の磁気双極子モーメント µN は µN = gNβNI となる。

*2 添字に含まれる , sは singleを表す。
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図 2.2 パラメータ q0 の Z 依存性 (文献 [15]より)

である。式 (2.22)では、bconst ≡ bNc +bP、bne ≡ bF +bI とおき、式 (2.23)では bNd = 2
3

√
I(I + 1)gNb

F

とおいた。上の式中に現れる bF および bI はすべての原子について共通で、

bF ≡ 1

2
γ
me

m
re = −1.47× 10−3 fm (2.24)

bI ≡ 1

3

m

me

⟨r2n⟩
a0

= −1.34× 10−3 fm (2.25)

である [16]。ここで、γ = −1.913 は核磁子を単位としたときの中性子磁気双極子モーメントの大き

さで、me は電子質量、re は電子の古典半径、rn は中性子の荷電半径、a0 は Bohr 半径である。また、
bconst ≡ bNc + bP は、Xe(自然組成)：4.92 fm、86Kr：8.07 fmである [17]。

新しい相互作用による散乱長

新しい相互作用が存在する場合には、式 (2.12) に、この相互作用によって新たな項 V̂ new(式 (1.1)) が
付け加わる。これに伴って、式 (2.14)に新しい散乱長の項 bnew(q)が現れる：

bnew(q) =
mc2

2πℏc
g2Q1Q2

λ̄2

1 + (qλ̄)2
. (2.26)

この散乱長の導出は、付録 Aに示した。
新しい相互作用の到達範囲 λ̄ = ℏ/µcを変えたときの散乱長 bnew(q)の形を図 2.3に示す。一般に、こ
の散乱長は小角散乱を強める働きをすることがわかる。そして、相互作用の到達距離 λ̄が小さくなればな

るほど、広い q のレンジで散乱長が一定の値をとり等方散乱的な振る舞いをするようになる。

2.1.3 2階微分断面積の表式

本節では、式 (2.10)で得た 2階微分断面積を詳細に調べる。そして、2階微分断面積が coherent散乱
による寄与と incoherent 散乱による寄与との和で書くことができ、それぞれの項が、散乱長と原子の分
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図 2.3 点線 (桃色)：λ̄ = 0.1 nm、実線 (赤色)：λ̄ = 1 nm、一点鎖線 (紫色)：λ̄ = 10 nm

布に起因する構造因子の積の形になることを見る。

式 (2.10)、(2.11)および (2.13)より、

d2σ

dΩdE′ =
k′

k

∑
λ,λ′

∑
σ,σ′

PλPσ

∣∣∣⟨σ′λ′|
N∑
j

bj(q) exp(iq · r̂j) |σλ⟩
∣∣∣2δ(ℏω + Eλ − Eλ′) (2.27)

=
k′

k

∑
λ,λ′

∑
σ

PλPσ

N∑
j,j′

⟨σ| b∗j (q)bj′(q) |σ⟩ ⟨λ| exp(−iq · r̂j) |λ′⟩ ⟨λ′| exp(iq · r̂j′) |λ⟩

×δ(ℏω + Eλ − Eλ′) (2.28)

ここで、j は原子の番号を表し、bj(q)は式 (2.13)で与えた散乱長である。上式に現れている

⟨σ| b∗j (q)bj′(q) |σ⟩ (2.29)

は入射中性子スピンについての平均であるから、簡略化のために、これも種々の平均を表す水平線に加え

ることにする。また、エネルギー保存を表す δ 関数は、積分表示によって

δ(ℏω + Eλ − Eλ′) =
1

2πℏ

∫ ∞

−∞
dt exp {−it(ℏω + Eλ − Eλ′)/ℏ} (2.30)

と書くことができ、さらにハミルトニアン Ĥ によって exp(−iEλt/ℏ) |λ⟩ = exp(−iĤt/ℏ)と書けること
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から、式 (2.28)は

d2σ

dΩdE′ =
k′

k

1

2πℏ

∫ ∞

−∞
dt exp(−iωt)

×
∑
λ,λ′

Pλ

N∑
j,j′

b∗j (q)bj′(q) ⟨λ| exp(−iq · r̂j) |λ′⟩ ⟨λ′| exp(iĤt/ℏ) exp(iq · r̂j′) exp(−iĤt/ℏ) |λ⟩

×δ(ℏω + Eλ − Eλ′) (2.31)

=
k′

k

1

2πℏ

∫ ∞

−∞
dt exp(−iωt)

×
∑
λ

Pλ

N∑
j,j′

b∗j (q)bj′(q) ⟨λ| exp(−iq · r̂j) exp(iq · r̂j′(t)) |λ⟩ (2.32)

=
k′

k

1

2πℏ

∫ ∞

−∞
dt exp(−iωt)

N∑
j,j′

b∗j (q)bj′(q)⟨exp(−iq · r̂j) exp(iq · r̂j′(t))⟩ (2.33)

となる。2つ目の等式では、Heisenberg表示を採用し時刻 tにおける j 番目の原子の位置を r̂j(t)とした

(r̂j ≡ r̂j(0))。また 3 つ目の等式では、原子の状態 λ についての統計平均
∑

λ Pλ ⟨λ| · · · |λ⟩ を ⟨ · · · ⟩ と
表記した。

散乱波の干渉が無視できる場合

サンプルの原子の密度が小さく、散乱波の干渉が無視できる場合を考える。これは第 3章で述べる低圧
ガスを用いた中性子散乱実験に対応する。この場合、式 (2.33) に現れている和

∑
j,j′ について、j ̸= j′

の干渉項は無視し、j = j′ のみを考えればよい。このとき、散乱長の 2乗の部分は

b∗j (q)bj′(q) = b∗j (q)bj(q) = |bj(q)|2 ≡ |b(q)|2 (j = j′) (2.34)

となるから、2階微分断面積の表式 (2.33)は

d2σ

dΩdE′ =
k′

k

1

2πℏ

∫ ∞

−∞
dt exp(−iωt)

∑
j=j′

|b(q)|2⟨exp(−iq · r̂j) exp(iq · r̂j′(t))⟩ (2.35)

となる。

実際の実験では、散乱中性子のエネルギー E′ の分布は測定せず、散乱角度分布のみを見るので、E′ に

ついて積分を施した微分散乱断面積を求めておく。そこで式 (2.35) において、q を一定に保ったまま E′

で積分すると、(
dσ

dΩ

)
低圧

=

∫
q−const

dE′ dσ

dΩdE′

=
k′

k

1

2π

∫ ∞

−∞
dt

∫
dω exp(−iωt)

∑
j=j′

|b(q)|2⟨exp(−iq · r̂j) exp(iq · r̂j′(t))⟩

=
k′

k

∫ ∞

−∞
dtδ(t)

∑
j=j′

|b(q)|2⟨exp(−iq · r̂j) exp(iq · r̂j′(t))⟩

= N
k′

k
|b(q)|2 (2.36)
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を得る。2つ目の等式では、E′ についての積分を、ω = (E − E′)/ℏについての積分に変換している。

散乱波の干渉が無視できない場合

サンプルの原子の密度が大きくなり、式 (2.33) に現れている和
∑

j,j′ の干渉項 (j ̸= j′) が無視できな
い場合を考える。これは、第 4 章で述べる高圧ガスを用いた中性子散乱に対応する。ここで、式 (2.34)
に対応して、j ̸= j′ の場合を考えると

b∗j (q)bj′(q) = b∗j (q) bj′(q) = |b(q)|2 (j ̸= j′) (2.37)

となる。これより、一般の j, j′ に対して、

b∗j (q)bj′(q) = |b(q)|2 + δj,j′
(
|b(q)|2 − |b(q)|2

)
(2.38)

と書くことができる。式 (2.38)を式 (2.33)に代入すると、

d2σ

dΩdE′ =
k′

k

1

2πℏ

∫ ∞

−∞
dt exp(−iωt)

∑
j,j′

|b(q)|2⟨exp(−iq · r̂j) exp(iq · r̂j′(t))⟩

+
∑
j=j′

(
|b(q)|2 − |b(q)|2

)
⟨exp(−iq · r̂j) exp(iq · r̂j′(t))⟩

 (2.39)

を得る。そして、原子の位置 r に依存する因子をまとめ、干渉動的構造因子 (coherent dynamic structure
factor):Sc(q, ω)および、非干渉動的構造因子 (incoherent -):Si(q, ω)を

Sc(q, ω) =
1

2πℏN

∫ ∞

−∞
dt exp(−iωt)

∑
j,j′

⟨exp(−iq · r̂j) exp(iq · r̂j′(t))⟩ (2.40)

Si(q, ω) =
1

2πℏN

∫ ∞

−∞
dt exp(−iωt)

∑
j=j′

⟨exp(−iq · r̂j) exp(iq · r̂j′(t))⟩ (2.41)

と定義すると*3、2階微分断面積は

d2σ

dΩdE′ = N
k′

k

{
b2coh,m(q)Sc(q, ω) + b2inc,m(q)Si(q, ω)

}
(2.42)

と書ける。ここで、b2coh,m(q) ≡ |b(q)|2、b2inc,m(q) ≡
(
|b(q)|2 − |b(q)|2

)
とおいた (添字の m は many

bodyを表す)。bcoh,m(q)、binc,m(q)はぞれぞれ (多原子系での)coherent散乱長、incoherent散乱長と呼
ばれる。式 (2.36)と同様に、q を一定に保ったまま E′ について積分を施すと、微分断面積が得られる：(

dσ

dΩ

)
高圧

= N
k′

k

{
b2coh,m(q)S(q) + b2inc,m(q)

}
. (2.43)

ここで S(q)は静的構造因子 (static structure factor)と呼ばれる量で、

S(q) ≡
∫
q−const

d(ℏω)Sc(q, ω) (2.44)

*3 この定義から分かるように、時刻 tでの原子の位置 r(t)に依存する。これが"動的"と呼ばれる所以である。後述する静的構
造因子は、ω による積分によって時刻 tへの依存性が消えるため、"静的"と呼ばれる。
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と定義される。また右辺第 2項では、 ∫
q−const

dωSi(q, ω) = 1

という性質を用いた。q = 0における S(q)の値は、sum ruleと呼ばれる関係：

S(0) = nκT kBT (2.45)

が成り立つことが知られている [14]。ここで、nは数密度、κT は等温圧縮率、kB はボルツマン定数であ
る。もし散乱体を液体にすると、nが極めて大きくなるかわりに κT が 0に近づき、結果として小角散乱
の S(q)は 0に近い値をとる。一方、ガスを高圧化すると、通常 S(0) > 1となる。すでに述べたように、

新しい相互作用による散乱長の変化は小角散乱を強める傾向があるが、液体の構造因子は小角散乱を弱め

てしまうので散乱長の変化を見ることができない。これが、液体を用いるのではなくガスの高圧化を検討

する理由である。

本節の締めくくりに、|b(q)|2、|b(q)|2 の具体的な形を記し、低圧および高圧の場合の微分散乱断面積の
形をまとめる。式 (2.20)より b(q)を求めると、中性子スピンについての平均によって σ を含む項は消え

るので、式 (2.22),(2.26)の結果も踏まえて

|b(q)|2 =
{
bcoh,s(q) + bnew(q)

}2
=

{
bconst − bneZ [1− f(q)] + bnew(q)

}2 (2.46)

≈ bconst
2
{
1 + 2χne [1− f(q)] + 2χnew

1

1 + (qλ̄)2

}
(2.47)

を得る。ここで、最後の等号において χne ≡ −Zbne/bconst, χnew ≡ mc2

2πℏcg
2λ̄2Q1Q2/b

const とおき、これ

らの 2乗の項を無視した。また、|b(q)|2 は、以下のようになることが分かっている [15]：　

|b(q)|2 =
{
bcoh,s(q) + bnew(q)

}2
+ (bNi + bNd)2 +

1

2
(bNd)2 + bS(q)2. (2.48)

この式に現れている bi ≡ bNi + bNd は Xe(自然組成)、86Krともに 0 fmである [17]*4。また、(bNd)2 は

十分に小さく無視できることが知られている [15]。bS(q)2 の寄与についても、bconst による寄与を基準
としたとき 10−6 程度であることが分かっており、無視することができる [20]。したがって、式 (2.48)は
上で定義した χne, χnew を用いて

|b(q)|2 = bconst
2
{
1 + 2χne [1− f(q)] + 2χnew

1

1 + (qλ̄)2

}
+ b2i (2.49)

と書ける。そして、式 (2.47)および (2.48)より、

|b(q)|2 − |b(q)|2 = b2i (2.50)

となることが分かる*5。以上から、低圧および高圧の場合の微分散乱断面積は

*4 アメリカ国立標準技術研究所 NISTのウェブサイト [18]では、Xeの bi について 3.04 fmとしている。しかし、この値の原
典とされている文献 [19]では値無しとなっているため誤植の可能性がある。

*5 この表式において bi だけが残ることから、一般的には bi を incoherent散乱長と呼んでいる。
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低圧の場合� �(
dσ

dΩ

)
低圧

= N
k′

k

[
bconst

2
{
1 + 2χne [1− f(q)] + 2χnew

1

1 + (qλ̄)2

}
+ b2i

]
(2.51)

� �
高圧の場合� �(

dσ

dΩ

)
高圧

= N
k′

k

[
bconst

2
{
1 + 2χne [1− f(q)] + 2χnew

1

1 + (qλ̄)2

}
S(q) + b2i

]
(2.52)

� �
と書くことができる。

2.2 構造因子

前節では、散乱波の干渉が無視できない状況での散乱断面積に構造因子 S(q)が現れることを見た。本

節では、構造因子の意味と、その形を決定する方法について考えることにする。

2.2.1 動径分布関数 ∼統計力学からのアプローチ ∼

この節では、散乱理論から離れ、統計力学の視点から多数の原子からなる系を扱っていく。特に、2つ
の原子の相対的な位置分布について考え、動径分布関数と呼ばれる量を定義する。次節において、動径分

布関数と構造因子は Fourier変換で結びついていることを見る。
温度 T (≡ 1/kBβ, kB : Boltzmann 定数)、体積 V、粒子数 N の古典系をカノニカル分布で扱う。外

力と境界 (例:容器表面)の影響を無視すると、全系のハミルトニアンは

H =
N∑
j=1

|pj |2

2M
+ VN (r1, · · · , rN ) (2.53)

で与えられる。このとき、分配関数 ZN (β)は

ZN (β) =
1

N !h3N

∫
dr1 · · ·drNe−βVN (r1,··· ,rN )

N∏
j=1

∫
dpje

−β|pj |2/(2M)

=
1

N !

(
M

2πℏ2β

)3N/2 ∫
dr1 · · ·drNe−βVN (r1,··· ,rN )

≡ 1

N !

(
M

2πℏ2β

)3N/2

Z̃N (β) (2.54)

となる。ここで、2つの原子に注目することにして、これらが位置 r1, r2 に存在する確率密度 n(2)(r1, r2)

を考えると、これは次のように表される：

n(2)(r1, r2) = N(N − 1)

∫
dr3 · · · drNe−βVN (r1,r2,r3,··· ,rN )

Z̃N (β)
. (2.55)

因子 N(N − 1)は N 個の原子の中から 2個の原子を選ぶ際の、選び方の数である。ここで、外力と境界
の影響を無視していることを思い出すと、n(2)(r1, r2) は相対位置 rrel ≡ r1 − r2 のみに依存する関数で
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あると考えられる。また、等方的な流体であれば n(2) は rrel の向きにも依存せず、r ≡ |rrel|の関数とな
る。n(2) は数密度2 の次元を持つので、平均数密度 n ≡ N/V で無次元化した動径分布関数と呼ばれる関

数 g(r)を考えることが多い：

g(r) ≡ n(2)(r)

n2
=
V 2(N − 1)

N

∫
dr3 · · ·drNe−βVN (r1,r2,r3,··· ,rN )

Z̃N (β)
(2.56)

=
V 2(N − 1)

N

Q(r)

Z̃N (β)
(2.57)

ここで、r3 から rN までの積分を施した後ではボルツマン因子 e−βVN が原子 1,2の相対距離 r ≡ |rrel|の
みに依存することを用いて、Q(r)を定義した。動径分布関数の意味を考えるために、次の量を計算する：∫ ∞

0

ng(r)4πr2dr =

∫
drrelV (N − 1)

Q(|rrel|)
Z̃N (β)

=

∫
drrelV (N − 1)

Q(|rrel|)∫
dr1dr2Q(|rrel|)

=

∫
drrelV (N − 1)

Q(|rrel|)∫
drGdrrelQ(|rrel|)

= N − 1 ∼ N. (2.58)

3つ目の等号では 2つの体積要素 dr′1dr
′
2 を相対位置ベクトル rrel と重心位置ベクトル rG を使って表し

た。式 (2.58)より、ng(r)4πr2dr は、ある原子が原点にあるとき、半径 r、厚さ dr の球殻内の原子数を

表していることがわかる。そして、式 (2.58) と
∫
n4πr2dr = N とを比較すると、g(r) は、原点からの

距離 r における原子数密度の、平均数密度 nとの比を表していることが分かる。

さて、後の目的のために、デルタ関数を用いた g(r)の定義を示しておく。式 (2.56)において、デルタ
関数を用いると次のように書き換えられる：

g(r) =
V 2(N − 1)

N

∫
dr′reldr3 · · ·drNδ{(r′rel)− (r1 − r2)}Q(r′rel)

Z̃N (β)

=
V (N − 1)

N

∫
dr′Gdr

′
reldr3 · · · drNδ{(r′rel)− (r1 − r2)}Q(r′rel)

Z̃N (β)

=
V (N − 1)

N

∫
dr′1dr

′
2dr3 · · · drNδ{(r′1 − r′2)− (r1 − r2)}e−βVN (r′

1,r
′
2,r3,··· ,rN )

Z̃N (β)

=
V (N − 1)

N
⟨δ{r′rel − (r1 − r2)}⟩ (2.59)

2つ目の等式では、r′rel に対応する重心ベクトル r′G についての積分を導入し、これにより係数に含まれ

る体積 V を吸収している。3 つ目の等号において、r′rel と r′G を二つの原子の座標ベクトルに分離した。

また最後の等号ではカノニカル平均を ⟨· · · ⟩で表したが、これは式 (2.33)において導入したものと同じ意
味を持っている。
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2.2.2 構造因子と動径分布関数

式 (2.40)で定義した干渉動的構造因子を、δ 関数を用いて次のように書き換える：

Sc(q, ω) =
1

2πℏN

∫ ∞

−∞
dt exp(−iωt)

∑
j,j′

⟨exp(−iq · r̂j) exp(iq · r̂j′(t))⟩

=
1

2πℏN

∫ ∞

−∞
dt exp(−iωt)

∫
dr′

∑
j,j′

⟨exp {−iq · rj + iq · r′} δ(r′ − rj′(t))⟩

=
1

2πℏN

∫ ∞

−∞
dt exp(−iωt)

×
∫

dr′
∫

dr exp (iq · r)
∑
j,j′

⟨δ(r − (r′ − rj))δ(r
′ − rj′(t))⟩. (2.60)

すると、静的構造因子 S(q)は

S(q) =

∫ ∞

−∞
d(ℏω)S(q, ω)

=
1

N

∫
dr′

∫
dr exp (iq · r)

∑
j,j′

⟨δ(r − (r′ − rj))δ(r
′ − rj′)⟩ (2.61)

と書ける。そして、原子のインデックス j, j′ についての和の取り方を、j = j′ の場合と j ̸= j′ の場合と

に分けると

S(q) =
1

N

∫
dr′

∫
dr exp (iq · r) { N⟨δ(r − (r′ − r1))δ(r

′ − r1)⟩

+N(N − 1)⟨δ(r − (r′ − r1))δ(r
′ − r2)⟩ }

=

∫
dr exp(iq · r) {δ(r) + (N − 1)⟨δ(r − (r1 − r2))⟩}

= 1 + (N − 1)

∫
dr exp(iq · r)⟨δ(r − (r1 − r2))⟩ (2.62)

を得る。1つ目の等式では、すべての原子は対等であるため、{ }内の第 1項において j = j′ = 1として

全体を N 倍し、第 2 項において j = 1, j′ = 2 として全体に組み合わせの数 N(N − 1) をかけている。

ここで、被積分関数に現れている ⟨δ(r − (r1 − r2))⟩は、式 (2.59)の動径分布関数 g(r)の表式に他なら

ない。よって、構造因子 S(q)と動径分布関数 g(r)の間には、次の関係が成り立つことが分かる：

S(q) = 1 + n

∫
dr exp(iq · r)g(r). (2.63)

(1という余計な項があるが)構造因子と動径分布関数は Fourier変換で結びついている。
さて、動径分布関数は、次のように数密度 nのべきで展開できることが知られている [21]：

g(r12) = g0(r12) + ng1(r12) +O(n2) (2.64)

原子 1, 2の相対距離という意味で r12 と記した。ここで、

g0(r12) = exp[−V2b(r12)/kBT ] (2.65)
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であり、g1(r12)は

g1(r12) = g
(2b)
1 (r12) + g

(3b)
1 (r12) (2.66)

g
(2b)
1 (r12) = exp[−V2b(r12)/kBT ]

∫
dr13f(r13)f(|r12 − r13|) (2.67)

g
(3b)
1 (r12) = exp[−V2b(r12)/kBT ]

×
∫

dr13exp[−V2b(r13)/kBT ] exp[−V2b(|r12 − r13|)/kBT ] exp[−V3b(r1, r2, r3)/kBT ] (2.68)

である。V2b および V3b は、それぞれ後述する 2 体間、3 体間ポテンシャルであり、f(r) ≡
exp[−V2b(r)/kBT ]− 1とした。

さて、ここで全相関関数 h(r12) を h(r12) ≡ g(r12) − 1 と定義し、h(r12) と次の Ornstein-Zernike 方
程式

h(r12) = c(r12) + n

∫
dr13c(|r12 − r13|)h(r′) (2.69)

によって直接相関関数 c(r12)を定義する。式 (2.69)を Fourier変換すると

h(q) = c(q) + nc(q)h(q) (2.70)

が得られる。式 (2.63)は、h(r12)を用いると

S(q) = 1 + nh(q) (2.71)

となるため、式 (2.70)より S(q)と c(q)の関係

S(q) =
1

1− nc(q)
(2.72)

が得られる。ここで、n→ 0の極限を考えると S(q) → 1となり、散乱波の干渉が無視できない高圧の場

合の微分断面積の式 (2.52)が、干渉が無視できる低圧の場合の式 (2.51)と一致することが分かる。
前述のように動径分布関数 g(r)は nのべきで展開される。これに伴って、c(q)も nのべきで展開する

ことができる：

c(q) = c0(q) + nc1(q) +O(n2) (2.73)

c0(q) =

∫
dr12f(r12) exp(iq · r12) (2.74)

c1(q) = c
(2)
1 (q) + c

(3)
1 (q) (2.75)

c
(2)
1 (q) =

∫ ∫
dr12dr13f(r12)f(r13)f(|r12 − r13|) exp(iq · r12) (2.76)

c
(3)
1 (q) =

∫ ∫
dr12dr13(1 + f(r12))(1 + f(r13))(1 + f(|r12 − r13|))

× (exp[−V3b(r1, r2, r3)/kBT ]− 1) exp(iq · r12) (2.77)

本研究では、原子間ポテンシャルから構造因子の形を求める際には、式 (2.72) および式 (2.73) を用
いた。
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式 (2.73)の O(n2)の寄与は、文献 [21]において熱力学測定のデータから求められた c(0)の n依存性：

c(0) = 0.1683− (1.930× 10−2)n+ (0.73× 10−4)n2 (n < 3 nm−3) (2.78)

を用いて推定することができる。ここで、c(0)の n2 項を無視して計算した S(0)の値を Swithout n2(0)と

し、n2 項を考慮して計算した S(0) の値を Swith n2(0) とする。そして、Swithout n2(0) に対する、n2 項

の寄与の大きさを表す量

Rn2 ≡ Swith n2(0)− Swithout n2(0)

Swithout n2(0)
(2.79)

を定義し、これの n依存性を図 2.4に示す。

]-3n [nm
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11−10

10−10
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R
n
2
[�

]

図 2.4 構造因子 Swithout n2(0)に対する c(0)の n2 項の寄与の割合 Rn2

本研究では最大で n = 2.4 nm−3(∼ 82 atm) を扱うが、このときの構造因子への c(0) の n2 項の寄与

は、図 2.4 より +0.15 % と見積もられる。第 4 章で扱う実験データは構造因子の形に 0.5 % の誤差を
持っており、O(n2)の寄与はこれよりも十分に小さいため無視することにした。

2.2.3 希ガス原子間のポテンシャル

前節では、2体間ポテンシャル、3体間ポテンシャルから構造因子の形を導く方法が示された。本節で
は、構造因子の形を求めるために必要な原子間ポテンシャルがどのように表されるかを見ていくことにす

る。本節では主に結果だけを述べる。導出は文献 [22]を参照されたい。
原子間に働く相互作用は、原子核とその周囲の電子による量子力学的な効果の表れである。一般に、原

子間の距離が近いと電子雲が重なることで強い斥力が支配的となり (斥力芯)、遠距離では原子の誘起電気
多重極モーメントによる分散力 (dispersion force) が支配的となる。斥力芯の寄与は、2 つの原子の座標
によって決まる 2体間相互作用として扱えるが、遠距離における分散力は、相互作用ポテンシャルによる
基底状態からの摂動展開を考えると 3体以上の多体ポテンシャルが表れる。
N 個の原子からなる系の分散力による相互作用ポテンシャル Vdisp.(r1, · · · , rN ) を考える。これを基

底状態から摂動展開したものを次のように表す：

Vdisp.(r1, · · · , rN ) = V (1) + V (2) + V (3) + · · · (2.80)
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ここで、右上の添字は摂動展開の次数を表す。球対称な希ガス原子の場合には一次摂動 V (1) の寄与は 0
となり、摂動の最低次の寄与は 2次摂動 V (2) である。それぞれの摂動項おいて誘起モーメントを多重極

展開することによって、

V (2) =

N∑
i<j

∑
li,lj

V
(2)
lilj

(rij) (2.81)

V (3) =
N∑
i<j

∑
li,lj

V
(3)
lilj

(rij) +
N∑

i<j<k

∑
li,lj ,lk

V
(3)
lilj lk

(ri, rj , rk) (2.82)

と書くことができる。ここで、li は多重極モーメントの次数を表し、2li 重極モーメントという意味であ

る。例えば、V (2)
11 (rij) は、2 次摂動の 2体間ポテンシャルのうち、両方の原子の誘起 2(= 21) 重極モー

メントどうしの相互作用の寄与を表す。また、rij = |ri − rj |である。式 (2.81)および (2.82)の第 1項
は 2 体間ポテンシャルであり、式 (2.82) の第 2 項は 3 体間ポテンシャルである。すなわち、以下では、
N 個の原子からなる系のポテンシャル VN (r1, · · · , rN )は、斥力芯による寄与も含めて

VN (r1, · · · , rN ) =

N∑
i<j

V2b(rij) +

N∑
i<j<k

V3b(ri, rj , rk) + · · · (2.83)

と書くことができる。ここで、V2b(rij)は 2体間ポテンシャル、V3b は 3体間ポテンシャルである。以下
では、これらのポテンシャルの具体的な関数形を見ていく。

2体間ポテンシャル
斥力芯の寄与が現れない程度の遠距離では、分散力の効果によって 2体間ポテンシャルは次のような形
で与えられる：

V2b(rij) = −C6

r6ij
− C8

r8ij
− C10

r10ij
− · · · (2.84)

第 1項は、2つの原子の誘起双極子モーメント同士の相互作用に起因し、第 2項以降は双極子より高次の
誘起多重極モーメントの相互作用に起因する。それぞれの項の係数 C6, C8, C10 は正であるため、分散

力は引力となる。

斥力芯も含めた 2 体間ポテンシャルは古くから実験的に測定が行われてきた。第 4 章での解析ではク
リプトン (Kr)を対象にするが、Krに対する 2体間ポテンシャルとして Azizらによって実験的に決定さ
れたものを用いる [23]。このポテンシャルの表式と各パラメータの値は次のようになっている：

V2b(r) = ϵ

A exp(−αR+ βR2)− F (R)

2∑
j=0

c2j+6

R2j+6

 (2.85)

F (R) = exp

[
−
(
D

R
− 1

)2
]
, R < D (2.86)

= 1, R ≥ D (2.87)

R ≡ r/rm (2.88)

式 (2.85)、表 2.1によって与えられる Krの 2体間ポテンシャルは、図 2.5のような形をしている。
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表 2.1 2体間ポテンシャルのパラメータの値

パラメータ 値

A 1.10146811×105

α 9.39490495
β -2.32607647
c6 1.08822526
c8 0.53911567
c10 0.42174119
D 1.28
rm[Å] 4.008
ϵ 201.2 kB

r [nm]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 [K
]

B
(r)

/k
2bV

200−

100−

0

100

200
-200+(10*x)*40

図 2.5 Kr の 2 体間ポテンシャル。原子間距離が約 0.4 nm より短い領域では、電子雲の重なりによ
る強い斥力を受ける。遠距離では式 (2.84)による引力が働く。

3体間ポテンシャル
3 次摂動以上によって生じる 3 体間ポテンシャルは、式 (2.82) で導入したように各原子の誘起モーメ
ントの次数によって多重極展開され、その各項は、強度を表す係数 Zlilj lk と、距離・角度依存性を表す部

分Wlilj lk(ri, rj , rk)とに分けることができる (lilj lk の意味については式 (2.82)以降を参照) [24–27]：

V3b = Z
(3)
111W

(3)
111 + Z

(3)
112W

(3)
112 + Z

(3)
122W

(3)
122 + Z

(3)
113W

(3)
113 + Z

(3)
222W

(3)
222 + Z

(4)
111W

(4)
111 + · · · (2.89)

この 3 体間ポテンシャルの中で最も寄与が大きいのは、3 つの原子の誘起双極子モーメントによる
Z111W111 の項で、Axilod-Teller-Muto(ATM)ポテンシャルとして知られている [28, 29]：

W111 =
1 + 3 cos θij cos θjk cos θki

r3ijr
3
jkr

3
ki

. (2.90)

原子間距離・角度の定義は図 2.6に示した。ATMポテンシャル以外の角度・距離依存項Wlilj lk(ri, rj , rk)



2.2 構造因子 21

図 2.6 3体間ポテンシャルの距離・角度の定義。

は付録 B に示した。4 次摂動の leading term である Z
(4)
111W

(4)
111 を記したのは、この項の寄与が 3 次の

Z
(3)
111W

(3)
111 以外の寄与と同程度であることが知られているためである [22]。文献 [25] によれば、4 次の

摂動において、誘起双極子モーメントによる寄与のうち 90%以上は 3体間ポテンシャル Z
(4)
111W

(4)
111 であ

り、4次摂動から出る 2体間、4体間ポテンシャルの寄与は無視できる。
4 次摂動の 3 体間ポテンシャルのうち、Z(4)

111W
(4)
111 以外の高次の多重極モーメントの寄与についても

考えてみる。式 (2.89) において、Z(4)
111W

(4)
111 まで含めた場合とそうでない場合の Kr の構造因子 (数密度

n = 1.522 nm−3 の場合)を図 2.7に示す。Z(4)
111W

(4)
111 の有無による構造因子の変化は 0.2∼0.1%であり、

これより高次の項を考えても、それによる構造因子の変化は無視できるほど小さいと考えられる。そのた

め、本研究では Z
(4)
111W

(4)
111 までを扱うことにした。式 (2.89)の各項の強度係数 Z は、過去いくつもの論

図 2.7 Z
(4)
111W

(4)
111 まで含めた場合とそうでない場合の Krの構造因子 (数密度 n = 1.522 nm−3)。参

考として、3体間ポテンシャルが無いと仮定した場合の構造因子を示した (破線)。

文で報告されている。表 2.2にそれぞれの係数の値を示す。
本研究では、Z(3)

111 については文献 [30]に記載されている先行研究の平均値を用いることとし、これら
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表 2.2 3体間ポテンシャルの強度係数の値

強度係数 値

Z
(3)
111 (2.177± 0.125)× 10−26 J nm9

Z
(3)
112 3.796× 10−28 J nm11

Z
(3)
122 6.482× 10−30 J nm13

Z
(3)
113 2.177× 10−29 J nm13

Z
(3)
222 3.916× 10−32 J nm15

Z
(4)
111 −8.602× 10−29 J nm12

の標準偏差をのエラーとした*6。Z
(3)
112, Z

(3)
122, Z

(3)
113 については文献 [31]の値を用いた。Z(3)

222 の値は [32]
に、Z(4)

111 は文献 [27]に従った。

*6 文献 [30]には文献 [31]の結果も含まれている。
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第 3章

ILL D22実験

2017 年 3 月、フランスのグルノーブルにある中性子科学実験施設 Institut Laue-Langevin (ILL) の
D22ビームラインにおいて、次期高統計実験に向けたテスト実験を行った。本章ではこの実験について述
べる。

3.1 実験環境

ILL D22ビームラインは、中性子小角散乱実験に特化した世界最高強度の中性子フラックスを誇るビー
ムラインである (図 3.1, 3.2)。先行研究 [12] の実験が行われた HANARO と比較しても数十倍のフラッ
クスを得られるため、感度の改善を目指す上で最善の環境である。

中性子ガイドホール 
(本研究とは無関係のため省略)

D22

原子炉建屋 

原子炉および減速材 

10 m

図 3.1 ILLの全体図 (文献 [33]を元に作成)
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(a)

(b)

図 3.2 (a)D22 全景。コリメータより上流は全て自動化されている。図中サンプル位置に Xe ガス
チェンバーおよびガス系統を設置した。真空パイプ内には、検出器とそれを動かすためのレールがあ

り、適当な位置に検出器を置くことができる。(b)D22ビームラインおよび本実験のセットアップの概
略図。

3.1.1 中性子の生成と減速

ビームラインの最上流にはウラン 235(235U) を燃料とする原子炉がある (図 3.1)。235U の核分裂に

よって生じる中性子は、平均運動エネルギーが約 2 MeV、温度に換算して約 2× 1010Kの高速中性子で
あるため*1、軽い原子核と散乱させることで減速を行う。D22ビームラインでは、第 1段階の減速材とし
て室温の重水 (D2O)、そして第 2段階の減速材として温度 25 Kの液体重水素 (D2)を用いている。2段
階の減速を経た中性子のエネルギースぺクトルを図 3.3に示す [34]。

*1 運動エネルギー E [eV]と温度 T [K]の関係は、Boltzmann定数 kB を用いて、T = E/kB = 1.16× 104E で与えられる。
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図 3.3 減速後の中性子のエネルギースペクトル (文献 [34])

3.1.2 波長選別器・ビーム整形

減速された中性子は中性子ガイドによって原子炉から実験ホールまで輸送される。実験ホール内に入っ

てきた中性子は、以下に述べる速度選別器、フラックスモニター、減衰材 (オプションで設置される)、コ
リメータを通ってサンプルに照射される。

速度選別器は、図 3.3に示したように様々な波長の中性子が混ざったビームの中から、特定の波長 (す
なわち速度) を持った中性子のみを下流に送る装置である。速度選別器は図 3.4 のように 一定の角度を
持った螺旋状の羽を持つタービンで、羽には中性子吸収断面積の大きいホウ素 10(10B)のコーティングが
施されている。そして、このタービンの回転速度を調整することで、特定の速度の中性子のみを通過させ

る。ILL D22に設置されているのは Dornier社 (現 EADS Asutrium社)製の直径約 30 cmのもので、波
長の選別分解能 ∆λは ∆λ/λ ∼ 10%(FWHM)である。

図 3.4 ILL D22のものと同型の速度選別器 [35]
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速度選別器の下流には、フラックスモニターが設置されている。フラックスモニターは中性子捕獲反応

で得られた荷電粒子を、ワイヤ検出器で検出するものであるが、後述するヘリウム検出器とは異なり、吸

収断面積の小さいガスを用いるなどして検出効率が 10−5 程度になるようにされ、中性子フラックスの損

失を避けている。フラックスモニターでのカウント数は実際の中性子フラックスに十分に高い精度で比例

しており [36]、散乱中性子の強度をこのカウント数で規格化することによって、原子炉の出力の変動に伴
うフラックスの変動があったデータや測定時間の異なる実験データを比較できるようになる。

フラックスモニターの下流には、減衰材を挿入できる領域がある。減衰材は細かい穴の空いたカドミウ

ム (Cd) 板でできており [37]、本実験では中性子ビーム強度を約 1/1000 に減衰させるものを用いた。こ
の減衰材は、サンプルやガスチェンバーを透過した中性子ビームの強度を測定する際に、検出器の不感時

間の影響が大きくならぬようビーム強度を落とす目的で挿入される。散乱分布を測定する際には減衰材は

挿入せず、後述するビームストッパーを検出器の手前におくことで透過した中性子ビームを吸収する。

減衰材の下流には、コリメータを設置するための領域が約 18 m 設けられている。本実験では直径 20
mmのコリメータを 2.8 m間隔で設置した。

3.1.3 真空槽

真空槽は、コリメータなどが置かれているビームパイプと、検出器が設置されている真空パイプを接合

し、一体化させるために用いた (図 3.5)。内壁には中性子を吸収するために炭化ホウ素 (B4C)を含んだゴ
ムが貼り付けられており、ガスチェンバーと真空槽との間には断熱のために厚さ 1cm のアクリル板を取
り付けた。

図 3.5 真空槽の様子。真空槽は上流側のビームパイプと下流側の検出器のある真空パイプを接合する

ために用いた。図中チェンバーと真空槽との間には断熱のためのアクリル板が取り付けられている。
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3.1.4 検出器・ビームストッパー

ILL D22 の中性子検出器は GE Reuter-Stokes 社のヘリウム 3(3He) ガスチューブ型 1 次元検出器 (以
下、1次元検出器)128本から成る (図 3.6)。

図 3.6 検出器の概要。3Heガスチューブ型 1次元検出器 128本からなる。

1本の 1次元検出器は全長 1024 mm、直径 8 mmのステンレス製のチューブで、内部に 3He、アルゴ

ン (Ar)、メタン (CH4)が充填されている。この検出器に中性子が入射すると、中性子捕獲反応

n + 3He → 3H + p + 0.77 MeV (3.1)

によって荷電粒子 3H および p が生成する。これらの荷電粒子が Ar をイオン化し、チューブ外壁と中

心のワイヤとの間の電場でガス増幅を起こす。そして、ワイヤで集められた電荷に対して、電荷分割法

(charge division)を用いることで、1次元検出器のどこで中性子を検出したかがわかる。この時の位置分
解能は約 5 mmある。
チューブのどこで中性子を検出したかという位置情報は、その後、ADC(analog to digital converter)に
送られる。ADC では、1 本のチューブ検出器の長さ 1024 mm の有感領域を、1 つあたり長さ 4 mm の
小領域に分割し (全部で 256個)、どの小領域内で検出されたかと言う情報を 8ビット (28 = 256)のデジ
タル信号に変換する。このデジタル信号はコンピュータに送られ、HDFファイル形式で記録される [38]。
ILL D22の検出器は、この 1次元検出器が 128本並んでいるので、8× 4 mmの領域を一つの"ピクセル"
として扱い*2、128×256ピクセルの 2次元検出器として動作する。

*2 半導体を用いたピクセル検出器の概念とは異なるものだが、慣例にならいピクセルと呼称する。
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検出器のピクセル毎の相対感度 (平均が 1になるように規格化された感度)は一様な incoherent散乱を
与えることで知られている水またはバナジウム (V) を用いて測定されている (図 3.7)。実験で取得した
データは、ピクセル毎に図 3.7の相対感度の値で割ることで補正を行った。

図 3.7 検出器の感度マップ

検出器の前面には、サンプルを透過してきた中性子ビームを止めるためのビームストッパーを設置する

ことができる。本実験ではサイズが 5.5 × 7 cm のものを用いた。ピームストッパーは、Xe ガスやガス
チェンバーによる散乱を測定する時のみ設置し、透過率を評価するために透過中性子ビームの強度を測定

する場合には取り除いた。透過中性子ビームを測定する際には、ビームストッパーを取り除く代わりに、

先述の減衰材を用いてビームの強度を落としている。

3.2 装置

前節では、ILL D22ビームラインの設備および中性子測定器について説明した。本節では、実験を行う
ために著者らが用意した Xeガスチェンバーおよびガス系統について説明する。

3.2.1 Xeガスチェンバー

本実験で用いた Xe ガスチェンバーを図 3.8 に示す。このガスチェンバーは、先行研究 [12] で用いた
ものと同じものである。本体は外径 114.3 mm、内径 110.1 mmのステンレス (SUS316)製の円筒で、上
流側と下流側には、中性子を透過させるための Si 単結晶製の窓が取り付けられている。窓は上流側が直
径 18 mm、厚さ 1 mmであり、下流側が直径 100 mm、厚さ 5 mmである。Si単結晶がチェンバーの中
性子窓に適切である点として

・結晶構造により、ブラッグピークが生じる散乱角度以外の角度領域に、散乱のパターンが現れないこと
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・中性子の吸収断面積が小さいこと

・ガスの圧力に耐えられる強度を持っていること

がある。

図 3.8 実験に用いた Xeガスチェンバー (文献 [39]より)。

3.2.2 ガス系統

実験で用いたガス供給、制御系統を説明する。実験のために用意した配管の様子を図 3.9に示す。散乱
標的である Xeガスではなく、ガスチェンバーの物質による散乱を測定する際には、バルブ 3を閉め、バ
ルブ 1,2 を開放することで真空ポンプによる吸引を行った。また、ガスを充填する際にはバルブ 2 を閉
め、バルブ 1,3,4を開放した。そして、レギュレータによって一定の圧力でガスが充填されるようにした。

図 3.9 実験で用いたガス系統図。
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3.3 実験内容

ILL D22 ビームラインでビームタイム中に取得したデータの一覧を表 3.1 に示す。取得したデータは
散乱データと透過データに大別される。散乱データは、検出器の前に透過中性子を遮るためのビームス

トッパーを置き、散乱分布を測定したもので、一方の透過データは、減衰材を挿入して中性子強度を弱く

した上でビームストッパーを取り除き、ガスチェンバーやガスの透過中性子の強度を測定したものであ

る。各データには便宜上 A∼Fのインデックスを振ってある。
データ Aは、バックグラウンド測定のためにビームを遮断するための Cd板を設置して測定した。デー
タ Bは、ガスチェンバーに取り付けられた Si窓による散乱の測定を目的とし、真空引きしたガスチェン
バーを設置して測定を行った。データ Cは、ガスチェンバーに Xeガスを 1.6気圧で充填し、これによる
散乱を測定したものである。データ Dは、中性子ビームの中心を決定するために測定したもので、ビーム
軸上に減衰材のみを置いて測定した。データ E は、Si 窓による中性子の透過率 (transmission) を測定す
るために取得したもので、減衰材を設置しビームを弱めた上で、ビームストッパーを取り除いて、Siを透
過してきた中性子ビームの強度を測定した。データ Dと Eの強度を比較することで、Si単結晶窓 6 mm
分の透過率がわかる。データ Fは Xeガスの透過率を求めるために、データ Eと同様に減衰材を設置し、
ビームストッパーを取り除いて測定した。データ E と F を比較することで、ガスの透過率を求めること
ができる。ガスチェンバーを設置する際は、ガスチェンバー中心と検出器面までの距離が 3005 mmとな
るようにした。また、散乱測定中の Xeガス透過率の時間依存性を把握するため、データ Cの測定とデー
タ Fの測定は交互に行った。

表 3.1 ILL D22ビームラインにおいて取得したデータ

種類 index 名称 測定時間 概略図

散乱データ A Back Ground 20 min×5

B Empty Chamber 1 hr×16

C Gas(Xe:1.6 atm)+Chamber 3 hr×7

透過データ D Direct Beam 1 min

E Empty Chamber Trans. 5 min×2

F Gas + Chamber Trans. 5 min×8
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3.4 結果

3.4.1 アウトガス・リーク測定

ガスチェンバーの内壁には空気分子が吸着しており、これが散乱測定中に壁面から脱離することで、Xe
ガスの純度を下げたり真空度を下げたりして、測定に悪影響を及ぼす。このように壁面に吸着していた分

子が脱離することによって発生するガスをアウトガスと呼ぶ。もし本実験で到達できる感度付近 (先行研
究 [12]の 3倍程度)に新しい相互作用が存在すると仮定すると、そのシグナルは中性子と Xe原子との既
知の相互作用による散乱の 0.3%程度である。本実験では、Xeガスを 1.6 atm(1.6× 105 Pa)で封入する
ため、散乱測定中、Xeガス以外のガス分子の量を 0.01%以下に抑えられれば良いだろう。そこで、ビー
ムラインで測定を行う前に、アウトガスの測定を行った。測定はまず、ガスチェンバー内を 0.29Pa まで
真空引きした後、弁を封じ切り、ガスチェンバー内の気圧変化をモニターすることによって行った。この

気圧変化は、アウトガス以外にもリークによっても生じる。封じ切り後のガスチェンバー内の気圧変化を

図 3.10 に示す。傾きから、アウトガス・リークのレートは 1 時間あたり 0.5Pa であることが分かった。
これは、1.6 atmの Xeガス中で 20時間の測定を行うと、ガスチェンバー内の分子のうち Xeガス以外の
分子が占める数の割合が 0.0063%となることを意味する。
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図 3.10 アウトガス・リーク量の時間変化

散乱体となる Xeガスを充填したときのアウトガスの増加レートは、ガスチェンバーを真空引きしたと
きの増加レートに比べて小さいことが知られているので [40]、この測定の結果はアウトガス量の増加の上
限を与えると言える。また、仮に気圧変化の主要因がリークであっても、ビームラインでの測定の際はガ

スチェンバー自体が真空槽に設置され、さらに Xeガスは大気圧よりも高圧で充填されることから、この
影響は低減される。これらの事実と上述の測定結果から、アウトガスおよびリークの影響は無視できる。
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3.4.2 バックグラウンド測定

中性子ビームを遮断して行ったバックグラウンドの測定の結果を図 3.11に示す (データ A)。図 3.11(a)
の検出器のピクセル (i, j)番での値 IBG(i, j)は、フラックスモニターでのカウント数MA で規格化した

ものである。つまり、検出器感度補正後のピクセル (i, j)番でのカウント数を nA(i, j)とすると、

IBG(i, j) =
nA(i, j)

MA
(3.2)

である。図 3.11(a)において値が 0になっているところは、マスク (後述)をかけているところである。ま
た図 3.11(b) では、円環平均 (付録 C) を用いて、散乱分布のビーム中心からの距離 r に対する依存性を

示している (以後の r 方向の分布についても同様に円環平均を行っている)。

(a) (b)

図 3.11 バックグラウンド強度 IBG。(a)2次元の分布。後述するマスクをかけた後の状態のもの。(b)
検出器上でのビーム中心 (後述)からの距離 r 方向の分布。

バックグラウンドの原因として、1) 検出器のノイズ、2) 原子炉からビーム軸方向に沿って流れてくる
中性子 がある。1) は検出器の性能が均一ならば検出器上で一様になり、2) は検出器中央付近にビーム
ストッパーがあるせいで検出器の中央で弱くなるような分布を持つ。図 3.11(b)を見てみると、ちょうど
ビームストッパーがある r の小さいところでバックグラウンドが減っているため、2) の影響が大きいこ
とがわかる。

3.4.3 ビーム特性

表 3.1 のデータ D について述べる。取得したデータに対して検出器の不感時間補正を施し、検出器で
のカウント数で示した結果を図 3.12に示した。このデータは、減衰材によって約 1/1000に減衰したもの
である。

図 3.12(b),(c) に示した、x 軸および y 軸への射影から、ビームの中心をフィッティングによって決定
した。フィッティング関数として、x軸方向の射影にはガウシアンを、y軸方向への射影には 2つのガウ
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図 3.12 中性子ビームのプロファイル。(a)2次元。(b)検出器上の x軸への射影。(c)検出器上の y軸への射影。

シアンを重ね合わせた以下の式を用いた:

p0 exp

{
−
(
y − p1
2p2

)2
}

+ p3 exp

{
−
(
y − 120

2p5

)2
}
. (3.3)

ここで、p0 ∼ p5 はフィッティングパラメータである。これにより、検出器上の原点 (図 3.6を参照)に対
するビームの中心の座標を

x = 519.52 mm, y = 499.6 mm (3.4)

と決定した。

3.4.4 チェンバーによる散乱

この節では、チェンバーによる散乱と透過を測定したデータ B,E について述べる。この測定は、チェ
ンバー内を真空にして行った。このデータは、データ C からチェンバーの寄与を差し引くために用いら
れるほか、Si窓による中性子吸収の角度依存性の補正に必要な Siの吸収率を求めるために用いる。

■データ B データ Bは、1時間の測定を 16回に分けて連続して取得した。すべてのデータを足し合わ
せ、検出器感度補正を行い、バックグラウンドを指し引いたものを図 3.14に示す。ここで、図 3.14のピ
クセル (i, j)での値 Ichamber(i, j)は、次のように計算したものである：

Ichamber(i, j) =
nB(i, j)

MB
− IBG(i, j). (3.5)

ここで、nB(i, j) は検出器感度補正後のピクセル (i, j) でのカウント数、MB はデータ B を取得中のフ
ラックスモニターのカウント数、IBG(i, j)は式 (3.2)で求めたバックグラウンド強度である。
二次元の散乱パターンには、丸みを帯びた三角形のような特徴的な分布が見られる。これは、Si単結晶
の構造が不完全であるために現れるものと考えられる。図 3.13から分かるように、x軸の 59から 62番
にかけて、筋状のパターンが現れている。これは検出器の感度補正がこの番号の領域において完全でない

ことを意味しているので、本研究の解析においては、この領域のデータは扱わない (マスクする)ことにし
た。また、y 軸の 249 から 256 番にかけて、検出器の読み出し端子のカバー材による中性子の減衰が起
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図 3.13 チェンバーによる散乱 Ichamber。丸みを帯びた三角形のようなパターンが現れていることがわかる。

きているので、この部分についても同様にマスクした。マスク後の散乱パターンを図 3.14 に示す。ビー
ム中心からの距離 r 方向の分布を示した図 3.14(b) では、ビーム中心からの距離 r が 500 mm までしか
記していないが、これはこれ以上の大角度領域では、一部の中性子がチェンバーのステンレス部分を通過

し減衰しているためである。以降の解析でも、ビーム中心からの距離が 500 mm 以下の領域を扱うこと
にする。

(a) (b)

図 3.14 マスクを施した後のチェンバーによる散乱 Ichamber。(a)2 次元の分布。(b) ビーム中心から
の距離 r 方向の分布。

■データ E データ Eでは、5分間の測定を 2回行った。データ Eとデータ Dを比較することで、チェ
ンバーの透過率 Tchamber が分かる。結果は、

Tchamber = 0.993 (3.6)
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となった。これは中性子が通過する Si単結晶 6 mm分の透過率であるから、ここから Si単結晶の吸収係
数 µSi を求めることができる。すなわち、入射前の中性子フラックスを I0、透過後のフラックスを I と

すると
I

I0
= 0.993 = e−µSi(6×10−3 m) (3.7)

であることから、µSi = 1.12 m−1 が得られる。この結果は、後述する reference 分布を求める際、Si に
よる中性子吸収の角度依存性を評価するために用いる。

3.4.5 ガスの透過率の評価

データ F とデータ E の比較によって、チェンバーに充填したガスの透過率 Tgas を求めることができ

る。データ Fの 8回のそれぞれの測定におけるガス透過率を図 3.15に示す。

図 3.15 Xe ガスの透過率変化。黒丸 (•) で示したのが、データ F と E から求めた透過率。図上側の
No.は、Xeガスの散乱測定 (データ C)を行ったタイミングを表している。白丸 (◦)は No.1から 7の
Xe ガス散乱に適用する透過率 Tgas で、前後の • の値の平均値である。破線矢印で示したのが、◦ に
対するエラーである。

図 3.15 に示したように、透過率測定 (データ F) の間に Xe ガスの散乱測定 (データ C) を 3 時間ずつ
行った。7回のそれぞれの Xeガス散乱に適用する透過率 Tgas は、散乱測定の前後の透過率の平均値とし

た (例えば、No.1の Xeガス散乱データに適応するのは、0時間目と 3時間目に測定した透過率の平均値
とした)。そして、平均を取った透過率に対するエラーは、エラーバーを含む前後の透過率の上限値と下
限値により定めた (図中、破線矢印)。

3.4.6 Xeガスによる散乱

データ Cで取得した中性子の分布 nC(i, j) (i, j はピクセル番号。感度補正済みのもの)には、バックグ
ラウンドの寄与とチェンバーによる散乱の寄与が含まれている。まずバックグラウンドの寄与を差し引く
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(a) (b)

図 3.16 Xeガスによる散乱 ngas

MC
。(a)2次元の分布。(b)ビーム中心からの距離 r 方向の分布。

ためには
nC(i, j)

MC
− IBG(i, j) (3.8)

を計算すればよい。ここで、MC はデータ C取得中のフラックスモニターのカウント数であり、IBG(i, j)

は式 (3.2) で求めたバックグラウンド強度である。次に、チェンバーからの寄与を差し引くには、Xe ガ
スによる中性子の吸収を補正し、以下の量を求めればよい：

1

Tgas

{
nC(i, j)

MC
− IBG(i, j)

}
− Ichamber(i, j). (3.9)

上式は、全体がチャンバーによる吸収の効果を含んでいるのでこれをチェンバーの透過率 Tchamber を用

いて補正することで、Xeガスによる散乱の寄与 ngas(i,j)/MC を得る：

ngas(i,j)

MC
=

1

Tchamber

[
1

Tgas

{
nC(i, j)

MC
− IBG(i, j)

}
− Ichamber(i, j)

]
. (3.10)

Xe 原子による散乱の総カウント数 ntot ≡
∑

i,j ngas(i, j) は 1.06 × 108 となった。これは先行研究 [12]
の 10 倍である。後の 3.5.2 節で述べるが、式 (3.10) において全体を定数倍する因子 1

Tchamber
を無視し

たとしても、新しい相互作用の寄与の評価には影響しない (ntot の大きさが変化することにより、フィッ
ティング結果の誤差が因子 1

Tchamber
だけ変化する)。そのため、因子 1

Tchamber
は無視することにする。こ

のようにして得られたガスによる散乱分布を図 3.16に示す。
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3.5 解析

3.5.1 確率密度関数

Xe原子による散乱で得られる分布は、次のような確率密度関数 f(r;β)に従っている：

f(r;β) = (1− β)
{
(1− α)hconst(r) + αhne(r)

}
+ βhnew(r) (3.11)∫

accept.

dr f(r;β) =

∫
accept.

dr hj(r) = 1, j = {const, ne, new}. (3.12)

ここで、α : 1−αは ne散乱と等方散乱の寄与の比を表し、フィッティングパラメータである β : 1−β
は新しい相互作用による散乱と既知の相互作用による散乱の比を表している。 αの値は、2.1.3節で定義
した χne の大きさをもとにモンテカルロ法を用いて求め、その大きさは α ≈ 1× 10−4 である。hj(r)は

等方散乱項、ne散乱項、新しい相互作用項ごとの確率密度関数である。
各相互作用ごとの確率密度関数 hj(r)は、次のように得る。まず、原子の熱運動、ビーム形状、散乱位

置の分布、Xe, Si による中性子吸収を考慮に入れたモンテカルロ法によって、検出器上の分布をシミュ
レートする。このとき、作成する分布 (reference分布と呼ぶ)の統計誤差が、実験データの統計誤差より
十分に小さくなるようにする。各相互作用ごとの reference分布を図 3.17-3.19に示す。そして、検出器
上の動径 r 方向のヒストグラムをその面積で割ることで、各相互作用項ごとの確率密度関数 hj(r)が得ら

れる (図 3.20)。
実験で得られた散乱データの分布の形状と、式 (3.11) の形状を比較し、パラメータ β の大きさを評価

することで新しい相互作用の探索が可能となる。次節では、β の大きさを求めるための最尤推定法につい

て説明する。
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図 3.17 等方散乱項の reference分布
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図 3.19 新しい相互作用による散乱の reference分布 (λ̄ = 1 nm)

3.5.2 ビンに分けられたデータの最尤推定法

本実験の解析では、図 3.16(b)のようにヒストグラムを作成し、そのビンに入れられたデータを用いて
最尤推定法を行い、新しい相互作用の強さについて推定を行う。ここでは、最尤推定法で決定するパラ

メータを θ(新しい相互作用の寄与を評価するときは θ = β である。しかし、後の節ではデータ処理の妥

当性を確認するために θ = αとして用いている。)として、ビンを用いた最尤推定法について述べる。導
出は文献 [41]に従う。
確率密度関数 f(r, θ) に従う確率変数 r の測定を ntot 回行い、N 個のビン (ビン番号を i とする) を持
つヒストグラムを作成したとき、それぞれのビンでのカウント数が n = (n1, · · · , nN )となったとする。

このとき、i番目のビンのカウント数の期待値 νi は

νi(θ) = ntot

∫ rmax
i

rmin
i

dr f(r, θ) (3.13)
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図 3.20 各相互作用ごとの確率密度関数 hj(r)

と書くことができる。すると、確率変数 r が i 番目のビンに入る確率は νi/ntot で与えられるから、期

待値 ν(θ) = (ν1, · · · , νN ) の下でヒストグラムの各ビンのカウント数が n = (n1, · · · , nN ) となる確率

g(n|ν(θ))は、次の多項分布に従う：

g(n|ν(θ)) = ntot!

n1! · · ·nN !

N∏
i

(
νi
ntot

)ni

=
ntot!

n1! · · ·nN !

N∏
i

[∫ rmax
i

rmin
i

dr f(r, θ)

]ni

. (3.14)

この g(n|ν(θ))が最大になるような θ を求め推定値とすれば良い。しかし、g のままでは複雑なので θ に

依存する部分だけを取り出して、これを尤度関数 (likelihood function)L：

L ≡
N∏
i

[∫ rmax
i

rmin
i

dr f(r, θ)

]ni

(3.15)

とし、これの対数をとった

logL =

N∑
i

ni log

∫ rmax
i

rmin
i

dr f(r, θ) (3.16)

を最大にする θ が推定値 θ̂ である。また、パラメータ θ の誤差は次のように求められる：

σ2
θ = − 1(

∂2 logL
∂θ2

)∣∣∣
θ=θ̂

. (3.17)

3.5.3 散乱データと reference分布の比較

図 3.21 に、規格化した散乱データ (図 3.16(b)) と確率密度関数 hj(r) の比較を示す。データ処理の妥

当性を確認するために、新しい相互作用の寄与を無視して (β = 0として)、ne散乱項の寄与 α の大きさ

を上述のフィッティングによって評価すると、α = (5.5± 0.1)× 10−2 となり、χne をもとに求めた値と

大きくかけ離れた。これは、大角散乱が強めに測定されていることによる。この原因として考えられるの

が、と呼ばれる検出器の 3次元的な形状に起因する次の 2つの影響である。
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図 3.21 規格化した Xe ガスによる散乱と既知の相互作用の確率密度関数との比較。既知の相
互作用の確率密度関数 hconst(r), hne(r) を用いて、式 (3.11) のパラメータ α を推定したところ、

α = (5.5± 0.1)× 10−2 を得た。

1.隣接するピクセルによる遮蔽効果
ILL D22の検出器は 3.1.4節で述べたようにチューブ型の検出器が並べられている。このため、図
3.22(a) に示すように隣接するチューブによる中性子の遮蔽が生じ、水平方向の散乱角度が大きい
ほど、ピクセルの有感領域は小さくなる。さらに、垂直方向についても隣接するピクセルによる遮

蔽効果が生じる (図 3.22(b))。
2.チューブ内の飛距離の変化

垂直方向の散乱角が大きいほど中性子の通過できる長さが増加し、中性子検出感度が大きくなって

いく。また 1つのピクセル内においても、散乱角度によってピクセルの奥行きは変化する。

この 2つの効果をまとめて視差効果 (parallax effect)と呼ぶ。
本研究では、x方向の角度依存性を文献 [42] (Fig. 4.1, Grasp のもの) に示された校正曲線を用いて評
価し、y 方向の依存性は文献 [43] の計算結果を検出器距離をスケールすることで評価した。これによっ
て求めた視差効果による感度変化を図 3.23 に示す。これによれば、水平方向の散乱角が大きいほど検出
器の感度は低くなり、垂直方向の散乱角度が大きいほど検出器の感度は大きくなるが、わずかに y方向の
感度変化の方が大きい。図 3.23 に示した値で測定データを割ることで、この角度依存性を補正すること
にした。

視差効果の補正後の分布を図 3.24に示す。補正後の分布を用いてパラメータ αの大きさを求めたとこ

ろ α = (3.5 ± 0.1) × 10−2 を得、補正前と比べて改善したが、依然として本来の値 α ≈ 10
4

と比較して

大きい。この原因として、文献 [43]の y方向の補正では中性子波長 λ = 4.5Åを仮定して計算しており、
本実験の中性子波長 λ = 6Åよりも短い点が挙げられる。一般に、中性子吸収断面積は中性子速度に反比
例する (1/v 則)ため、中性子波長の長い (=中性子速度が遅い)本実験の方が 3Heによる吸収の効果が大
きい。そのため、検出器チューブ内を通過する距離の変化が検出感度に与える影響が大きくなる。その結
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(a) (b)

図 3.22 (a)水平方向の遮蔽。 (b)垂直方向の遮蔽。

図 3.23 視差効果による感度変化。水平方向 (x方向)の散乱角度が大きいほど感度が小さくなり、垂
直方向 (y方向)の散乱角度が大きいほど感度が大きくなる。

果、著者らの測定では、垂直方向の散乱角度が大きい領域において、図 3.23に示した y方向の感度変化
の度合いよりも多めに中性子を検出している可能性がある。上に述べた中性子波長の相違以外にも本研究

で考慮した視差効果の補正が、上述のように x 方向と y 方向で別の情報源によるものを施しているなど
の問題点もある。そのため、視差効果の影響を実験によって定量的に確かめておく必要がある。その方法

については、5.1節で述べることにする。
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図 3.24 視差効果補正後の Xe ガスによる散乱と既知の相互作用の確率密度関数との比較。既知の
相互作用の確率密度関数 hconst(r), hne(r) を用いて、式 (3.11) のパラメータ α を推定したところ、

α = (3.5± 0.1)× 10−2 を得た。
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第 4章

高圧ガスを用いる手法

4.1 新しい相互作用が構造因子に与える影響

第 2章では、原子間ポテンシャルによって構造因子が表されることを見た。しかし、新しい相互作用が
存在する場合には、原子間にもその相互作用は働くはずであり、むしろ中性子と原子との間に働くものよ

りも、質量が大きい分強くなる。そこで、この節では原子間に新しい相互作用が働くとき、働かないとき

と比べてどの程度、構造因子の形状が変化するかを考える。図 4.1に示したのは、式 (2.85)に示した 2体
間ポテンシャルに新しい相互作用を足したり (図中 +V new)、引いたり (図中 −V new) して計算した構造
因子と、式 (2.85)だけを用いて計算した構造因子の差である。仮定する新しい相互作用の結合定数 g2 の

値として、設定した λ̄における、本論文執筆時の上限値 (図 1.1を参照)を用いた。
計算の結果、新しい相互作用の到達距離 λ̄が 0.1 nmよりも短い場合には、構造因子への影響は現れな
いことが分かった。これは、新しい相互作用の作るポテンシャルが、図 2.5 の 4 より短距離にあるよう

な斥力芯に埋もれてしまうためであると考えられる。また、一番影響が強く現れる λ̄ = 1 nmの時の構造

因子の変化は最大で 10−6 程度であることがわかった。これは新しい相互作用によって散乱長が変わるこ

とによる散乱強度の変化：10−3 ∼ 10−2 と比べて十分小さいため、無視することができる。

図 4.1 新しい相互作用による構造因子 S(q)の変化。数密度として n = 2.5 nm−3 を仮定。
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表 4.1 Benmore実験のパラメータ

名称 値

散乱ガス 86Kr

中性子波長 4.0 Å
温度 297.6± 0.5 K

4.2 解析に用いた実験データ

高圧ガスを用いた散乱実験のデータには、1999 年に Benmore らによって測定されたクリプトン
86(86Kr)の小角散乱実験 [44]のものを用いた。この実験は、3体間ポテンシャルの強度を測定するため
に行われたもので、ne 散乱や新しい相互作用の存在は無視されている。実験に用いられたのは、フラン
スの Saclay研究所内の中性子実験施設 LLBにある小角散乱装置 PAXEである。実験の主なパラメータ
を表 4.1に示す。
散乱ターゲットとして用いられた 86Krは式 (2.50)の bi が 0となる。これにより、bi の不定性による
系統誤差を無くすことができる。また、中性子捕獲による中性子吸収が起きにくく吸収断面積が自然組成

の Krの 1/8000程度と小さいので、吸収の補正に伴う系統誤差を抑えることができる。
散乱の測定は次の 5つの状態について行われた。Benmoreらによれば、数密度 nj (j = 1 ∼ 5)の誤差

は 0.5%である。

表 4.2 Benmore実験で測定された状態

番号 j 気圧 [atm] 数密度 nj [nm
−3]

1 30.5±0.1 0.804
2 54.8±0.2 1.522
3 68.9±0.3 1.984
4 76.1±0.3 2.231
5 82.1±0.3 2.431

この実験によって得られた散乱分布を図 4.2に示す。図 4.2(a)は、バックグラウンドやチェンバーによ
る寄与を差し引く前のデータであり、図 4.2(b)はバックグラウンドおよびチェンバーの寄与を差し引き、
非弾性散乱および検出器の検出効率の補正を行ったデータに対し、 ne散乱長と新しい相互作用の存在を
無視して

b2coh,m(q) → bconst
2 (4.1)

として求めた構造因子の値である。この構造因子の値を Sdata(qi, nj)とおく。Benmoreらによれば各点
の統計誤差は 0.5%とされているので、これに従った。

ne散乱と新しい相互作用を考慮すると、Benmoreらによって報告された Sdata(qi, nj)は、真の構造因



4.3 解析 45

(a) (b)

図 4.2 (a) 生データ。白丸はチェンバーのみによる散乱。右側の番号は表 4.2 に示した状態の番号を
表す。 (b)補正後。右側の番号は状態の番号で、番号 2∼5はそれぞれ 0.2、0.4、0.6、0.8だけ上にシ
フトさせてある (データ点の重なりを防ぐため)。白丸は、過去に行われたクリプトンによる散乱実験
のデータ [45]である。(a),(b)ともに文献 [44]より引用。

子 S(q, n)と次のような関係になっている：

Sdata(qi, nj) =

{
1 + 2χne[1− f(qi)] +

2χnew

1 + (qiλ̄)2

}
S(qi, nj). (4.2)

そこで、この真の構造因子 S(qi, nj) を式 を用いて原子間ポテンシャルから計算し、フィッティングに

よってパラメータ χnew を決定すれば、新しい相互作用に対する感度を評価できる。

4.3 解析

4.3.1 散乱強度の規格化

図 4.2(b)に示した構造因子 Sdata(qi, nj)を関数{
1 + 2χem[1− f(q)] +

2χnew

1 + (qiλ̄)2

}
S(q, n) (4.3)

にを用いてフィッティングし、χnew の値を評価したいところだが、これには問題がある。図 4.2(b) は 、
式 (2.52) から分かるように、散乱強度を b2coh,m(q)(今は bconst

2) で割って求めた構造因子の絶対値であ
る。しかし、86Kr の bconst の不定性が大きいため、構造因子の絶対値には系統的な大きな誤差があるの

である。この影響を避けるためには、各状態の構造因子の面積が 1になるように規格化し、構造因子の形
状のみに注目すればよい。規格化後の構造因子の値を Idata(qi, nj)とし、これを図 4.3に示す。
これに対応して、フィッティング関数も規格化された

I(q, n;χnew) ≡

{
1 + 2χem[1− f(q)] + 2χnew

1+(qλ̄)2

}
S(q, n)∫

dq
{
1 + 2χem[1− f(q)] + 2χnew

1+(qλ̄)2

}
S(q, n)

(4.4)

を用いる。
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図 4.3 規格化後の構造因子 Idata(qi, nj)

4.3.2 尤度関数

規格化した構造因子 Idata(qi, nj)に対する統計誤差 σij とする。Idata(qi, nj)がフィッティング関数の

周りで分散 σ2
ij のガウス分布に従うと仮定すると、最大化すべき尤度関数 L は 41 × 5 個のガウス分布

の積

L =
5∏

j=1

41∏
i=1

1√
2πσ2

ij

exp

{
(Idata(qi, nj)− I(qi, nj ;χnew))

2

2σ2
ij

}
(4.5)

である。今回は、数密度 nj も 0.5%の誤差を持っていることが分かっている (これを σnj とする)ので、
これらも、平均値が表 4.2 に与えられた値 (これを nmean

j とする) で、分散が σ2
ij で与えられるようなガ

ウス分布に従うと仮定し、フィッティングパラメターに加えることにした。すると尤度関数は次のように

修正される：

L =
5∏

j=1

41∏
i=1

1√
2πσ2

ij

exp

{
− (Idata(qi, nj)− I(qi;nj , χnew))

2

2σ2
ij

}
×

5∏
j=1

1√
2πσ2

nj

exp

{
−
(
nj − nmean

j

)2
2σ2

nj

}
(4.6)

このような尤度関数を用いる最尤推定法を最大事後分布推定 (MAP推定)と呼ぶ。この尤度関数の対数を
とり正負の符号を反転させると、尤度関数の最大値は

− logL =
5∑

j=1

41∑
i=1

{
(Idata(qi, nj)− I(qi;nj , χnew))

σij

}2

+
5∑

j=1

{(
nj − nmean

j

)
σnj

}2

(4.7)

の最小値として与えられる。本研究では、まず I(qi;nj , χnew) を 3 次摂動までの 3 体間ポテンシャルを
考慮した構造因子 S3rd(q) に対して式 (4.4) の積分を行うことによって求め、次に式 (4.7) を最小化する
ようなフィッティングによって χnew の推定値 χ̂new を求めた。その結果を表 4.3に示す。
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表 4.3 フィッティング結果

到達距離 λ̄ [nm] χ̂new ± σχ̂new

0.05 -0.0196 ± 0.0338
0.1 -0.00572 ± 0.01014
0.2 -0.00203 ± 0.00367
0.5 -0.000711 ± 0.001962
1 0.000151 ± 0.002198
2 0.00197 ± 0.00382
5 0.0113 ± 0.0146
10 0.0435 ± 0.0529

4.3.3 バイアスの評価

第 1 章において 4 次摂動の Z
(4)
111W

(4)
111 の有無による構造因子の形状変化について述べた。4 次の摂動

において Z
(4)
111W

(4)
111 以外の多重極モーメントからの寄与が小さいのは明らかなので、Z

(4)
111W

(4)
111 までを考

慮して求めた構造因子 S4th:111(q) を真の構造因子と仮定し、これを用いて、3 次摂動までの寄与を含む
S3rd(q) で評価したフィッティング結果 χ̂new のバイアスを pseudo experiment によって評価した。到達
距離 λ̄ = 1 nmの時の結果を図 4.4に示す (それ以外の到達距離については付録に示した)。

図 4.4 到達距離 λ̄ = 1 nmの時のフィッティング結果のバイアス。4次摂動の Z
(4)
111W

(4)
111 までを考慮

して計算した構造因子 S4th:111(q)をもとに 10000回の pseudo experimentを行った際の推定値 χ̂new

の分布。

図から分かるように全ての到達距離 λ̄ において χ̂new の平均が 0 より大きくなった。このことは、
S3rd(q) を用いて χ̂new の評価をすると、結果が正に振れるバイアスが存在することを意味する。そのた

め、表 に示したフィッティング結果から図に示したヒストグラムの平均値を引き、このバイアスを補正

した。
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4.3.4 温度による系統誤差

Benmore らの実験は、温度 T = 297.6 ± 0.5 K の環境で行われた。式 (2.73) から分かるように構造
因子の形は温度 (逆温度 β) に依存するので、±0.5 K の変化によるフィッティング結果 χ̂new のずれを

pseudo experiment で評価した。到達距離 λ̄ = 1 nm の時の結果を図 4.5 に示す (それ以外の到達距離に
ついては付録に記載)。これによって得られた χ̂new の平均値のずれを、±0.5 Kの温度変化に伴う系統誤

図 4.5 温度を変えた時のフィッティング結果の分布 (到達距離 λ̄ = 1 nm)。左側 (赤色) のヒストグ
ラムが T = 298.1 Kの場合のもので、右側 (青色)のヒストグラムが T = 297.1 K場合のもの。

差とした。

4.3.5 3体間ポテンシャルの強度の不定性による系統誤差

式 (2.89)に示したように、一般に 3体間ポテンシャルは強度係数 Z と角度・距離に依存する部分W に

分けられる。Z の値は Doran(文献 [27]) 以降、様々な手法で計算されてきたがそれぞれの結果はわずか
に異なっている。本解析では、3体間ポテンシャルの中でも最も寄与の大きい Z

(3)
111 の不定性による χ̂new

のずれを pseudo experimentによって評価した。
Z

(3)
111 の値の不定性として、文献 [30]に示された、近年の 5つの研究による Z

(3)
111 の結果の標準偏差を

用いた。到達距離 λ̄ = 1 nmの時の pseudo experimentの結果を図 4.6に示す。
これによって得られた χ̂new の平均値のずれを、Z

(3)
111 の不定性に伴う系統誤差とした。

4.3.6 2体間ポテンシャルの各パラメータの不定性による系統誤差

本研究で用いた 2 体間ポテンシャル (式 (2.85)) のパラメータには誤差が与えられていないので、2 体
間ポテンシャルの不定性による χ̂new のずれの評価には、各パラメータの誤差を現実的な値で仮定する必

要がある。そこで、文献 [21] において、熱力学測定のデータから独立に評価された c0(0) (式 (2.73)) に
対する値：

c0(0) = 0.168± 0.007 (4.8)
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図 4.6 Z
(3)
111 の値を変えた時のフィッティング結果の分布 (到達距離 λ̄ = 1 nm)。左側 (赤色) のヒ

ストグラムが Z
(3)
111 の値が強い場合のもので、右側 (青色) のヒストグラムが Z

(3)
111 の値が弱い場合の

もの。

を用いることにした。具体的なプロセスとしては、式 (2.85)のパラメータのうち、1つだけをガウス分布
(平均値は表 2.1 に示した値とし、分散を σ2

i (i = {A,α, β, c6, · · · , ϵ}) とする。) に従う乱数で与えたと
き、そのポテンシャルを用いて評価した c0(0)の標準偏差が 0.007程度になるように、各パラメータの分
散 σ2

i を決定した。次に全てのパタメータを、上述の平均と分散を持つガウス分布に従う乱数で一斉に与

え (本研究では 6000通りの乱数を生成した)、それらのポテンシャルを用いて 6000通りの c0(q) を求め

た。そして、6000通りの c0(q)のうち、c0(0)の値とその平均値との差が 0.007以下のものだけを残し、
その中から 1000 個を抽出した*1。続いて、抽出された 1000 個の c0(q) に対応する 2 体間ポテンシャル
を用いて、c(q)を計算し構造因子 S(q)を求めた。最後に、1000個の S(q)に対して pseudo experiment
を行い、フィッティング結果 χ̂new の平均値の分布を調べた。到達距離 λ̄ = 1 nmのときの 1000通りの
構造因子に対するフィッティング結果 χ̂new の平均値の分布を図 4.7に示す

4.3.7 感度評価

本節では、表 4.3に示したフィッティング結果と、第 4.3.3節で求めたバイアス、第 4.3.4, 4.3.5, 4.3.6
節で評価した系統誤差を用いて、新しい相互作用の探索感度を求める。統計誤差としては表 4.3 の error
を用いた。表 4.5に λ̄ = 1 nmのとき、それぞれの要因による χ̂new に対する誤差をまとめた。

これらの誤差を二乗和で足し合わせることによってまとめ、Feldman-Cousinsのアプローチ [46]で求
めた 95%信頼水準での結合定数 g2 の upper limitを図 4.8に示す。

*1 パラメータ数が 9であり、各パラメータの平均値よりも上振れ/下振れの 2通りを考えると 29 = 512通り。これの約 2倍の
数のパターンを考えることで起こりうるポテンシャルの形を網羅するものとした。
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表 4.4 2体間ポテンシャルのパラメータの誤差

パラメータ 誤差 (表 2.1に対する相対値 [%])
A 0.9
α 0.11
β 0.45
c6 0.8
c8 2
c10 2.5
D 0.6
rm 0.6
ϵ 0.7

図 4.7 フィッティング結果 χ̂new の平均値の分布 (600通りまで計算した時点のもの)。

表 4.5 χ̂new (λ̄ = 1 nm)に対する誤差のまとめ

要因 χ̂new (λ̄ = 1 nm)に対する誤差

統計 2.2× 10−3

温度 (0.5K) 6.6× 10−4

3体間ポテンシャル Z
(3)
111 6.0× 10−4

2体間ポテンシャル 3.7× 10−3
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第 5章

今後の展望

5.1 ILL実験
節でも述べたように、検出器の 3次元的な形状が、中性子散乱の分布を解析する上で重要な役割を担う
ことが分かった。今研究では、ILLによって作成された検出器の感度マップと、文献 [42], [43]による３
次元形状の補正を別々に行った。しかし、この補正には次のような問題がある。

• 検出器の感度マップ自体が、検出器の 3次元形状の影響を含んでいる可能性がある。
• 検出器の感度マップが、最新の検出器の状態を反映したものとは言えない。
• x方向と y方向とで別々の情報源に依って、検出器の 3次元形状の影響を補正している。

そのため、より確実な方法として、散乱を測定したのと同じ配置でバナジウム (V)または水による一様散
乱を測定し、3次元形状の影響とピクセルごとの感度の違いを正しく含んだ感度マップを新たに作成する
ことが望ましい。これは、今後 ILL D22 と類似した施設において新たに高統計実験を行う際には、感度
マップの作成のためのデータ取得も考慮して、ビームタイムを確保する必要があるということでもある。

5.2 高圧実験

第 4 章で見たように、Benmore の実験データを用いた解析では、先行研究によって達成された感度を
超えることはできなかった。本節では、まず、高圧ガスを用いた実験をデザインする上で重要な、数密度

とチェンバーのサイズに対する制約を明らかにする。次に、統計誤差が改善し、さらに温度、3体間ポテ
ンシャル、2体間ポテンシャルの不定性が減少した場合に、どれだけの感度を達成できるかを見る。

5.2.1 数密度に対する制約

数密度 n(すなわち圧力)に対する制約は、式 (2.73)において無視した直接相関関数の n2 項の寄与の大

きさによって与えられる。2.2.2節では、文献 [21]による熱力学測定データからの評価：

c(0) = 0.1683− (1.930× 10−2)n+ (0.73× 10−4)n2 (n < 3 nm−3) (5.1)
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を用いて、n2 項を無視して求めた構造因子 Swithout n2(0)に対する、n2 項の寄与の大きさを表す量

Rn2 ≡ Swith n2(0)− Swithout n2(0)

Swithout n2(0)
(5.2)

の n 依存性を図 2.4 に示した。この結果を踏まえ、高圧ガスを用いた実験を行う際には、構造因子 S(q)

の統計誤差に比べて、n2 項の寄与が十分に小さくなるような数密度を選ばなければならない。

例えば、n = 0.804 nm−3 であれば、Rn2 = 4 × 10−3% であり、これは Benmore らが測定した構造
因子の統計誤差 0.5% に対して十分に小さく、より高統計のデータを取得したとしても安全であると言
える。

5.2.2 チェンバーサイズに対する制約

チェンバーサイズに対する制約は、中性子の多重散乱を考慮することによって与えられる。多重散乱の

影響を評価するために、本研究では、中性子散乱に特化したモンテカルロシミュレーションソフトウェア

McStas [47,48]を用いた。McStasではコンピュータ上に実験のセットアップを再現し、検出器で得られ
るデータをシミュレーションすることができる。想定したセットアップは、図 5.1に示したように、波長
5Å、直径 16 mm、発散角 3 mradの中性子ビームを球形チェンバーに照射し、チェンバー中心から 3.1 m
下流に置かれた一辺 1 m の正方形の検出器で散乱中性子を測定するというものである。シミュレーショ
ンには広角散乱領域までの構造因子のデータが必要なので、これは文献 [45]に記載されたものを用いた。

図 5.1 McStasで行ったシミュレーションのセットアップ

シミュレーションの結果を図 5.2に示す。図はチェンバーに入射した中性子数と検出器上での 1回散乱
のカウント数の比を表している。この比は数密度 nとチェンバー半径 r の積に依存しており、86Krの場
合には n× r ≈ 6× 1026 m−2 で最大になることがわかる。これより大きい n× r では、吸収の効果によ

り 1回散乱の強度は頭打ちになる。一方、図 5.2(b)は、検出器上での 1回散乱のカウント数と、2回以上
の散乱 (多重散乱) を経て検出器上に到達した中性子のカウント数の比を表している。ここから分かるよ
うに、一回散乱強度が最大になる n× r ≈ 6× 1026 m−2 では多重散乱の寄与が一回散乱の 10∼20%とな
り、散乱分布を精密に測定することを目指す本研究では好ましくない。仮に多重散乱の影響を、1回散乱
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(a) (b)

図 5.2 McStasを用いたシミュレーションの結果

の 1% 程度に抑えるならば、n × r ≈ 1 × 1026 m−2 が要求される。これにより、チェンバーのサイズが

決まる。

5.2.3 到達感度の改善

この節では統計・系統誤差が低減した場合に、どの程度の感度が達成できるかを述べる。想定する状況

としては次の通り：

■統計量 Benmoreらの実験の 50倍の統計量を仮定する。
この統計量を得るために必要な時間を評価することにしよう。まずチャンバーの大きさとしてビーム

軸方向に 10 cmのものを考える (球形ならば半径 r = 5 cm)。そして、5.2.1節で述べた O(n2)の項の影

響を無視するために数密度を n = 0.804 nm−3 とする。このとき、n × r ≈ 4 × 1025 m−2 となり、多重

散乱の影響は十分に小さい。測定に必要な時間は、文献 [12] の実験時間をスケールすることによって、
HANAROの場合 80∼100時間、ILL D22の場合 8∼10時間と見積もられる。これは十分現実的なビー
ムタイムである。

■温度 4.3.4節では、Benmoreらの実験における温度の精度 ±0.5 Kでの系統誤差を評価した。この温
度の精度が ±0.1 Kである場合を考える。この精度の測定は市販の温度計で十分達成できる。また、測定
中つねにガスの温度を ±0.1 Kの範囲に収める必要はない。0.1 K以上の温度変動がある場合には、変動
が 0.1 Kの範囲に収まっている範囲で全測定データをいくつかのデータセットに分割し、それぞれのデー
タセットの温度に対して構造因子を評価すればよいからである。

■3体間ポテンシャル 4.3.5節では、3体間ポテンシャルの中でも最も寄与の大きい Z
(3)
111 の不定性によ

る系統誤差を、文献 [30]に示された値を用いて評価した。ここでは、この Z
(3)
111 による系統誤差が、1/5

に小さくなると仮定した。
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■2体間ポテンシャル 4.3.6節では、文献 [21]に基づいて、c0(0)の不定性が ±0.007になるような 2体
間ポテンシャルの不定性を考えた。ここでは c0(0)の不定性が ±0.001に抑えられる場合について、4.3.6
節と同じ手順で 2 体間ポテンシャルのパラメータのエラーを求め (表 5.1)、これによる系統誤差を評価
した。

表 5.1 精度が改善されたときの 2体間ポテンシャルのパラメータの誤差

パラメータ 誤差 (表 2.1に対する相対値 [%])
A 0.32
α 0.035
β 0.15
c6 0.26
c8 0.6
c10 0.8
D 0.23
rm 0.2
ϵ 0.25

表 5.2 に、上述のように統計、温度、3 体間・2 体間ポテンシャルの精度が改善した場合の χ̂new に対

する誤差を示す。

表 5.2 χ̂new (λ̄ = 1 nm)に対する誤差のまとめ (改善予想)

要因 χ̂new (λ̄ = 1 nm)に対する誤差

統計 3.1× 10−4

温度 (0.1K) 1.3× 10−4

3体間ポテンシャル Z
(3)
111 1.2× 10−4

2体間ポテンシャル 5.3× 10−4

図 5.3に、統計、温度、3体間・2体間ポテンシャルの精度が上述のように改善したときの予想到達感
度を示す。これによれば、新しい相互作用の到達距離が数 nm のレンジで、先行研究 [12] を上回る感度
を達成できることが分かった。今考えているように統計、温度、3体間・2体間ポテンシャルの精度が改
善した場合、感度は統計には依らず、2体間ポテンシャルの強度の不定性が最も大きい誤差の要因となる。
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付録

A 新しい相互作用による散乱長

本節では、式 (1.1)の V new による散乱長 bnew が、式 (2.26)の形をしていること：

m

2πℏ2

∫
dx exp(iq · x)

∑
j

V new
j (x− rj) = −

∑
j

bnew(q) exp (iq · rj) (A.1)

bnew(q) =
mc2

2πℏc
g2Q1Q2

λ̄2

1 + (qλ̄)2
(A.2)

を示す。

まず、原点 (r = 0)に置かれた単一の原子による湯川型ポテンシャル

V new(x) = A
e−x/λ̄

x
, A ≡ − ℏc

4π
g2Q1Q2 (A.3)

が、遮蔽された Poisson方程式 (screened Poission equation)(
∇2 − 1

λ̄2

)
A
e−x/λ̄

x
= −4πAδ(x) (A.4)

を満たすという事実を用いる。これは、湯川ポテンシャルを作る chargeの密度 ρnew(x)が

ρnew(x) = ∇2V new(x) = 4πA

{
−δ(x) + 1

4πλ̄2
e−x/λ̄

x

}
(A.5)

で与えられることを示している*1。これを多原子系に拡張すると、j 番目の原子の位置を rj として

∇2
∑
j

V new
j (x− rj) = 4πA

∑
j

{
−δ(x− rj) +

1

4πλ̄2
e−(|x−rj |)/λ̄

|x− rj |

}
(A.6)

となる。

次に、式 (A.6)の各項の Fourier積分について見ていく。
左辺は、V new

j (x− rj)の Fourier変換を V new
j (q)とすると、∫

dx exp(iq · x)
∑
j

V new
j (x− rj) =

∑
j

exp(iq · rj)
∫

dr̃j exp(iq · r̃j)V new
j (r̃j) (r̃j ≡ x− rj)

=
∑
j

exp(iq · rj)V new
j (q) (A.7)

*1 λ̄ → ∞の極限で、電磁相互作用と同じ形を与える



60 付録

と書けるので、これの逆 Fourier変換によって∑
j

V new
j (x− rj) =

1

(2π)3

∑
j

∫
dq exp(−iq · x) exp(iq · rj)V new

j (q)

=
1

(2π)3

∑
j

∫
dq exp{−iq · (x− rj)}V new

j (q) (A.8)

を得る。

右辺 { · · · }内の第 1項は、δ 関数の積分表示を用いて次のように書ける。

δ(x− rj) =
1

(2π)3

∫
dq exp{−iq · (x− rj)}. (A.9)

続く第 2項については、∫
dxeiq·x

e−(|x−rj |)/λ̄

|x− rj |
= eiq·rj

∫
dx′eiq·x

′ e−x′/λ̄

x′

= eiq·rj2π

∫ ∞

0

x′dx′
∫ 1

−1

d cos θeiqx
′ cos θe−x′/λ̄

= eiq·rj
4π

q

∫ ∞

0

dx′e−x′/λ̄ sin(qx′)

= eiq·rj
4πλ̄2

1 + (qλ̄)2

であることから、これの逆 Fourier変換によって

e−(|x−rj |)/λ̄

|x− rj |
=

1

(2π)3

∫
dq exp{−iq · (x− rj)}

4πλ̄2

1 + (qλ̄)2
(A.10)

と書ける。

式 (A.8)、(A.9)および (A.10)を式 (A.6)に代入すると、V new
j (q)について、以下の式を得る：

−q2V new
j (q) = 4πA

{
−1 +

1

1 + (qλ̄)2

}
⇔ V new

j (q) = 4πA
λ̄2

1 + (qλ̄)2

= −ℏcg2Q1Q2
λ̄2

1 + (qλ̄)2
. (A.11)

これを式 (A.7)に代入することにより

m

2πℏ2

∫
dx exp(iq · x)

∑
j

V new
j (x− rj) = −

∑
j

mc2

2πℏc
g2Q1Q2

λ̄2

1 + (qλ̄)2
exp(iq · rj) (A.12)

が得られ、式 (A.1)および (A.2)が示された。
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B 3体ポテンシャルの角度・距離依存項

W
(3)
112 =

1

16r3ijr
4
jkr

4
ki

[9 cos(θij)− 25 cos(3θij) + 6 cos(θjk − θki) {3 + 5 cos(2θij)}] (B.13)

W
(3)
122 =

5

64r4ijr
5
jkr

4
ki

[3 cos(θjk) + 15 cos(3θjk) + 20 cos(θki − θij){1− 3 cos(2θjk)}

+70 cos(2(θki − θij)) cos(θjk)] (B.14)

W
(3)
113 =

5

96r3ijr
5
jkr

5
ki

[9 + 8 cos(2θij)− 49 cos(4θjk)

+6 cos(θjk − θki) {9 cos(θij) + 7 cos(3θij)}] (B.15)

W
(3)
222 =

5

128r5ijr
5
jkr

5
ki

[490 cos(2θij) cos(2θjk) cos(2θki)− 27 + 220 cos(θij) cos(θjk) cos(θki)

+ 175{cos(2(θjk − θki)) + cos(2(θki − θij)) + cos(2(θij − θjk))}] (B.16)

W
(4)
111 =

45

64

{
1 + cos2 θki
r6ijr

6
jk

+
1 + cos2 θij
r6jkr

6
ki

+
1 + cos2 θjk

r6kir
6
ij

}
(B.17)

C 円環平均

散乱データにおいて、散乱強度分布のビーム中心からの距離 r 依存性を見る際には円環平均と呼ばれる

処理を行っている。その手順は、

1. 図 C.1に示すようにビーム中心からの距離が r ∼ r +∆r の中に、ピクセル中心が入っているピク

セルのカウント数を足し合わせる

2. 足しあわせたカウント数を、r ∼ r +∆r の中に入っているピクセルの数で割る

というものである。

図 C.1 円環平均
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D フィッティング結果のバイアス

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

図 D.2
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E χ̂new の温度依存性

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

図 E.3 フィッティング結果の温度依存性
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F χ̂new の ddd3強度依存性

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

図 F.4 フィッティング結果の 3体間ポテンシャル強度依存性
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G χ̂new の 2体間ポテンシャル依存性

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

図 G.5 フィッティング結果の 2体間ポテンシャル依存性
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