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概要

場の理論の 1つに量子色力学 (Quantum Chromodynamics, QCD)がある. これはハドロンの構成や相互作
用を記述する理論であり, 数値計算の場合は空間を離散化した格子QCDに対しモンテカルロ法を用いる手法
が主流となっている. しかしモンテカルロ法は特定の状況で値が発散するという符号問題が知られており, 格
子 QCDも符号問題により数値計算が困難な状況を有する. そこで量子コンピュータによるシミュレーショ
ンに取り組んだ. 量子コンピュータは量子力学的な特徴を活かし従来のコンピュータでは解くことの難しい
問題を扱うことができると期待されており, 機械学習や量子系のシミュレーション, 組合せ最適化問題など,

様々な応用先が検討されている. 量子系のシミュレーションにおいては, 例えば変分量子固有値ソルバーと呼
ばれる手法により基底状態を求めることができる. これは量子コンピュータ上で ansatzと呼ばれる量子状態
を生成し, これに対する Hamiltonian の期待値をコスト関数として, 古典コンピュータにより最適化を行い
基底状態へ近似した状態を得る手法である. ところが現状の量子コンピュータは発展途上の段階にあり, 使用
できる量子ビット数に限りがある. また量子ビット数の多い状況では Hilbert 空間にて求める状態を探索す
る時に local minimaによって近似性能が落ちてしまう.

そこで本研究では Schwinger モデルに対する変分量子固有値ソルバーにテンソルネットワークを用いて
性能改善に試みた. 特に行列積状態 (Matrix Product State, MPS) と呼ばれるテンソルネットワークは,

Hilbert 空間の小さな部分空間を探索することにより特定の量子系の基底状態を近似できる性質を持つ. こ
れを利用して MPS を変分量子固有値ソルバーに適用した ansatz(MPS-inspired ansatz) による効率的な
Hilbert 空間の探索に取り組んだ. さらに MPS や MPS-inspired ansatz の構造を利用して, MPS-inspired

ansatz に対し mid-circuit measurement や並進対称性を適用し, 量子ビット数や step 数の少ないアルゴリ
ズムの実装にも取り組んだ.

実験を通して, MPSを適用した ansatzは今回比較を行った従来の ansatzに比べ高い性能を維持すること
が確認できた. さらに mid-circuit measurementを適用した場合には近似精度が変わらないという結果が得
られ量子ビット数を抑えた実装が可能であることを示した. また並進対称性を利用した ansatzについては収
束性能と local minimaの分布に関して考察を行った.
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1 序論
1.1 背景
量子コンピュータは量子力学を用いて計算を行う計算機である. 1981年の講演で Feynmanは, シミュレー

ションにおいて量子力学的な振る舞いの記述が重要であることを説き, 量子コンピュータが提案された [1].

そしてその後, Vaziraniや Bernsteinなどによる量子コンピュータの計算可能性 (どのような問題を扱うこと
が可能か)に関する発表 [2]や Shorのアルゴリズム [3]や Groverのアルゴリズム [4]を代表とする, 古典コ
ンピュータに対する量子コンピュータの優位性を示唆する重要な発表によって, 量子コンピュータの計算能
力の高さが強く認識された.

上記のようなアルゴリズムや計算可能性についての研究と同時に, ハードウェアの作製も盛んに進められ
た. 量子コンピュータの 5つの構成要素 [5]

1. 量子ビットの集まりを含む物理系
2. 特定の初期状態を用意する能力
3. 量子ゲートと呼ばれる, 量子ビットに対する任意のユニタリー変換を近似できるような量子操作の集
まり

4. 扱う問題を適切な量子ゲートを含む量子回路へ変換できる古典コンピュータ
5. 計算結果を読み出すために量子ビットを測定する能力

に従い, 既に存在していた超伝導やイオン制御を用いた量子コンピュータのハードウェア開発が進められた.

そして量子コンピュータの実現に向けた精力的な研究は今日まで継続して行われている. 古典コンピュータ
に対する優位性を示す発表 [6, 7]がなされた他, Googleによる実機を用いた量子超越性に関する発表 [8]は
産業方面にも多大なインパクトを与えた.

以上のような高い計算能力を各分野の課題解決に利用しようと, 量子化学や物理系のシミュレーション, 機
械学習, 組合せ最適化問題などに対して盛んに研究が行われている. 物理シミュレーションにおいては, 場の
理論の特に重要な分野として量子色力学 (Quantum Chromodynamics, QCD)がある. これはハドロンの構
成や相互作用に関する理論で, 現在は主に格子 QCD に対しモンテカルロシミュレーションを用いて数値的
に調べられている. これまで, この手法によって幾つもの物理量が計算され理論の検証に貢献してきた. その
一方でモンテカルロシミュレーションには符号問題という欠点が存在し, 特に有限密度の原子核やクォーク
を扱う状況での計算が困難となっている.

量子コンピュータは上記のような領域の理解につながると期待される. しかしながら, 現状の量子
コンピュータは数百量子ビット程度の大きさでノイズが存在しており, NISQ(Noisy Intermediate-Scale

Quantum)時代と呼ばれている [9]. ノイズを訂正するために多くの量子ビットが必要となることから, 実機
での計算は量子ビットが非常に限られた状況となっている.

1.2 研究目的
本研究ではテンソルネットワークを量子コンピュータのアルゴリズムに用いることで, より少ない計算コ

ストでの量子系のシミュレーションの実装に取り組む. NISQ時代の量子コンピュータのシミュレーション
に向けた活用方法としては, 変分量子固有値ソルバー (Variational Quantum Eigensolver, VQE) [22]があ
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る. 系のエネルギーをコスト関数として, 量子コンピュータによる状態生成と古典コンピュータにおける最適
化を繰り返すことで基底状態を求める手法である. 本研究でのシミュレーションの対象としては, 前節で述べ
た QCDといくつもの共通点を有するモデルとして知られる Schwingerモデル [56]を取り扱う. 1.1節で述
べたように, 量子コンピュータを用いたアルゴリズムにおいては量子ビットの数には限りがあり, 未だ量子
ビットを多く必要とする計算の実行は難しい. また現在用いられている量子コンピュータと古典コンピュー
タの両方を用いた最適化においては Hilbert 空間の大きさに由来する課題が存在する. そこで Hilbert 空間
の大きさや量子ビット数を抑えた VQE実行に向け, テンソルネットワークの適用を試みた. テンソルネット
ワークは物性物理の分野で主に用いられている技術であり, テンソルで表される状態をグラフとして扱う. 効
率的な縮約計算やより少ない次元のテンソルへの近似が可能となり, 計算リソースの削減が実現されている.

本研究ではテンソルネットワークのうち行列積状態 (Matrix Product State, MPS) [42, 43]と呼ばれるもの
を用いる. 特徴としては特定の状態を効率的に表現できる点がある. 一般には Hilbert空間全体で正しい状態
かどうか探索を行うが, 一部の状態については小さな部分空間だけを考えることで十分な精度の近似した状
態が得られることが示されている.

そこで本研究では, 条件を満たす Schwinger モデルに対して MPS を適用した量子回路 (MPS-inspired

ansatz)を用いることにより, 従来の VQEに比べ計算コストを抑えつつ同等以上の収束精度をもつアルゴリ
ズムの開発を目的とする. さらに, サイト数が大きい時のMPSの性質やMPSを用いた量子回路の構造を利
用することで, 量子ビット数や最適化にかかる step数を減らすMPS-inspired ansatzの開発にも試みる. そ
のための手法として, mid-circuit measurement という量子ビットの再利用や並進対称性を持った量子回路
の実装を検討する. 以上が研究目的である.

最後に新規性と意義について述べる. 本研究の新規性は場の理論のモデルに対してMPSを適用した VQE

に取り組んでいる点にあると考える. テンソルネットワークを量子回路に適用した先行研究は存在している
が, その多くが物性分野のモデルに対してである [11–14]. 場の理論のモデルに適用した研究も存在するが,

Schwingerモデルに関してMPSの VQEへの適用は本研究が初めて行っている. また本研究では Schwinger

モデルという簡単なモデルに対しての実装を行っているが, より高次元の複雑なモデルでの実装に向けた基
礎固めとしての意味合いも大きい. 本研究で得られた結果はそういった状況でのアプローチに活かされると
考える.

1.3 論文の構成
本論文では 2, 3章を通して量子コンピュータに関する基礎事項, 4章でテンソルネットワークについて記

した後, 5章で対象とする物理系について述べる. その後 6章では行った実験について説明し, 7章で全体を
まとめる.
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2 量子コンピュータ
本章では量子コンピュータによる計算の基本的な事柄について述べる.

2.1 基本事項
量子コンピュータでは主にゲート方式とアニーリング方式の 2 種類が用いられており, 本研究では特に

ゲート方式での実験を行う. 量子情報に関する数学的な用語については付録にて定義を行なっている.

通常のコンピュータはビットと呼ばれる 0や 1の組み合わせにより情報を扱うのに対し, 量子コンピュー
タでは 0と 1に対応する状態 |0〉 , |1〉のほかに重ね合わせ状態やもつれ状態が用いられる. 古典コンピュー
タに合わせて, 情報の単位は量子ビットと呼ばれ 2成分ベクトルで表される.

|0〉 =

(
1
0

)
, |1〉 =

(
0
1

)
(1)

|ψ〉 = α |0〉 + β |1〉 (2)

式 (1)は計算基底と呼ばれ, 1量子ビットの任意の状態は α, β ∈ Cを用いて計算基底の重ね合わせ (式 (2))

で表すことができる. ここで |α|2, |β|2 はそれぞれ |ψ〉を計算基底で測定した時に |0〉 , |1〉を得る確率であ
る. そのため 〈ψ|ψ〉 = |α|2 + |β|2 = 1という規格化条件を満たす. これより式 (2)は

|ψ〉 = cos

(
θ

2

)
|0〉 + eiϕ sin

(
θ

2

)
|1〉 =

(
cos( θ

2 )
eiϕsin( θ

2 )

)
(3)

と書き換えることができ, 特に 1量子ビットの場合には Bloch球と呼ばれる球 (図 1)によって図示すること
もできる. 図 1では 3つの軸がそれぞれ後に出てくる Pauli演算子 X, Y, Zの固有状態に対応し, 球面上が
純粋状態, 球面内部が混合状態に対応する.

図 1: Bloch球

続いて量子ゲートと呼ばれる, 量子ビットへの作用について説明する. 特に 1 量子ビットの場合を考える
と, ある状態 |ψ〉 = α |0〉+ β |1〉に対し量子ゲート U を作用させた後の状態を |ψ′〉 = U |ψ〉 = α′ |0〉+ β′ |1〉
とする. 作用後の状態も規格化条件を満たす必要があることから 〈ψ′|ψ′〉 = 〈ψ|U †U |ψ〉 = 1が成り立つ. こ
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れより量子ゲートに対しては U†U = I, つまりユニタリー演算子であることが求められる. ここでは 1量子
ビットで説明したが, 2量子ビット以上へ作用する量子ゲートも存在する. それらのゲートも同様に考えるこ
とによりユニタリー性を持つことが確認できる.

さて, 量子コンピュータでの演算を行う時には量子ビットを配線, 量子ゲートを配線上の図形として表し,

配線や図形によって構成されるものを量子回路と呼ぶ. 量子回路において量子ビットの初期状態は |00 · · · 0〉
となっており, 図 2(a)のように表される.

(a) 配線で表された量子ビット (b) 量子ビットへゲートが作用する様子

図 2: 回路図の例

時間は左から右へ経過し, 図 2(b)のように複数のゲートのほか測定と呼ばれる演算が配置された様子を表
している. それでは量子回路において主要なゲートを紹介する.

単一量子ビットゲート 　
まず 1量子ビットへ作用するゲートを説明する.

• Iゲート
作用するベクトルと同じベクトルを出力するゲート

I =

(
1 0
0 1

)
(4)

• Pauliゲート

σ1 ≡ X ≡
(

0 1
1 0

)
, σ2 ≡ Y ≡

(
0 −i
i 0

)
, σ3 ≡ Z ≡

(
1 0
0 −1

)
(5)

で定義される. ここで σi, σj (i, j ∈ {1, 2, 3})は次の交換関係と反交換関係を満たす.

[σi, σj ] = 2iϵijkσk, {σi, σj} = 2δijI (6)

ϵijk, δij はそれぞれレヴィチヴィタ記号とクロネッカーのデルタを用いており,同じ添字について
はアインシュタインの縮約規則により省略している.

• Hadamardゲート
z基底では次のような行列で表される. Bloch球上では x軸と z軸の中間を通る軸についての回転
に対応する. Hゲートとも表記される.

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
(7)
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• Sゲート

S =

(
1 0
0 i

)
(8)

Hゲートと合わせると Pauliゲート間には次のような関係が成り立つ.

X = HZH, Y = SHZHS† (9)

• 回転ゲート
Ri(θ)は i ∈ {x, y, z}軸について θ だけ回転する操作に対応する.

Rx(θ) ≡

(
cos θ

2 −isin θ
2

−isin θ
2 cos θ

2

)
,Ry(θ) ≡

(
cos θ

2 −sin θ
2

sin θ
2 cos θ

2

)
,Rz(θ) ≡

(
1 0

0 e−iθ

)
(10)

多量子ビットゲート 　
• CNOTゲート

2量子ビットに作用するゲートである. 作用する 2量子ビットはそれぞれ制御量子ビットと標的
量子ビットと呼ばれ, 制御量子ビットが |0〉,|1〉の場合に標的量子ビットには I, Xが作用する.

CNOT = |0〉 〈0| ⊗ I + |1〉 〈1| ⊗ X =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 (11)

CNOTを作用させることで,下記のように 2量子ビットの状態を独立に扱うことができなくなる
場合がある. この状態はエンタングル状態やもつれ状態と呼ばれる.

CNOT

(
1√
2

(|0〉 + |1〉) ⊗ |0〉
)

=
1√
2

(|00〉 + |11〉)

量子回路上では次のように表される.

図 3: CNOTゲート

図 3において, 黒丸の存在する量子ビットが制御量子ビット, 白丸の存在する量子ビットが標的量
子ビットを表す.

• SWAPゲート
2量子ビットに作用するゲートであり, 量子状態を交換する.

SWAP =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 (12)

次の回路図のように配置することで CNOTゲートで実行することができる.
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図 4: SWAPゲート

その他 　
• 測定
量子ビットに対し Z基底への射影を行うことで測定値 ±1と対応する状態 |0〉または |1〉を得る
操作. 量子回路上では図 5のように表される.

図 5: 測定

• リセット
量子ビットを |0〉へ変換する操作. 本研究においては測定後の量子ビットを |0〉へ戻す際に用いら
れる.

以上のような量子ゲートを作用させることで量子ビットは様々な状態を取りうる. 量子力学では Hilbert 空
間と呼ばれる空間の中で状態や作用を考える. 量子ゲートの作用により量子ビットが張る空間も Hilbert 空
間に含まれる. 特に 1量子ビットと 2量子ビットに作用する任意のユニタリーゲートは以下の形で表せるこ
とが示されている.

• 1量子ビット [19]
U = eiαRz(β)Ry(γ)Rz(δ) (13)

この U は U3ゲートと呼ばれる.

• 2量子ビット [20]
U = (A0 ⊗A1)eik·Σ(B0 ⊗B1) (14)

A0, A1, B0, B1 は U3ゲートである.

最後にエンタングル状態の程度を測る指標として entanglement entropy, 特に von Neumann entropy と
Rényi entropyを紹介する. これは, ある系 AとBの entanglementの程度を示す指標である. 全体系 A+B

での状態を ρAB とすると, 系 Aでの状態 ρA は系 B における部分トレース TrB を用いて ρA := TrBρAB と
定義される. これらを用いて von Neumann entropyの定義を記す.

定義 1. 系 Aと系 B からなる合成系 A+ B を考える. この時, 系 Aにおける縮約状態 ρA := TrBρAB の
von Neumann entropyは

S = −TrA(ρA log ρA) (15)

である. ただし系 A+B における量子状態は ρAB である.

次は Rényi entropyの定義である.
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定義 2. 系 Aと系 B からなる合成系 A+ B を考える. この時, 系 Aにおける縮約状態 ρA := TrBρAB の
Rényi entropyは

Sα =
1

1 − α
log (TrAρ

α
A) , α ∈ (0, 1) ∩ (1,∞) (16)

ρAB が純粋状態の時, von Neumann entropyや Rńyi entropyを考える系として A, B のいずれを選んで
も変わらないことが Schmidt分解を用いて示せる [18]. また特に α→ 1では limα→1 Sα → S となる [21].
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3 変分量子固有値ソルバー
本章では物理系のシミュレーションとして基底状態を求める変分量子固有値ソルバー (Variational

Quantum Eigensolver, VQE) [22]について説明する.

3.1 概要
VQE は量子コンピュータによる状態生成と古典コンピュータによるパラメータ最適化により対象とする

Hamiltonianの基底状態を求めるアルゴリズムである. (図 6)

図 6: VQEによる最適化の様子

図は, 量子コンピュータ上において量子回路により量子状態を生成する過程と古典コンピュータ上にてコ
スト関数を最適化する過程が繰り返し行われることを示している. VQEではまず初めに, パラメータを含ん
だ回転ゲートやエンタングルゲートによって量子回路を構成する. これは試行状態 (ansatz)と呼ばれる.

3.2 Ansatz

本節では ansatz について, 特に実験で用いる HEA(Hardware Efficient Ansatz) と HVA(Hamiltonian

Variational Ansatz)を説明する.

• HEA [23]

回転ゲートの層とエンタングルゲートの層を繰り返し作用させることにより作り出される ansatz.

originalの論文での定義は次の通りである.
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|Ψ(θ)〉 =

N∏
q=1

[
Uq,d(θq,d)

]
× UENT ×

N∏
q=1

[
Uq,d−1(θq,d−1)

]
× · · · × UENT ×

N∏
q=1

[
U q,0(θq,0)

]
|00 · · · 0〉

(17)

Uq,i(θq,i) = Rq
z(θq,i1 )Rq

x(θq,i2 )Rq
z(θq,i3 )

UENT = 全ての量子ビットをエンタングルさせるゲート

• HVA [24]

対象とする Hamiltonian に含まれる項に応じて回転ゲートやエンタングルゲートを配置する. 扱う
Hamiltonian H がある演算子 ha, ある係数 Ja を用いて H =

∑n
a=1 Jaha と書ける時, 以下のように

定義される.
|Ψ(θ)〉 = exp(iθnhan

) · · · exp(iθ2ha2
) exp(iθ1ha1

) |ψ0〉 (18)

この時 |ψ0〉は Hamiltonianに含まれるいずれかの項 ha の基底状態である.

3.3 測定
量子回路は演算の最後に測定を行うことによりどのような状態が生成されたか知ることができる. そこで

本節では量子回路の測定と測定値の処理について説明する. 測定は Pauli演算子 Z の固有値に対する固有射
影演算子 P0 = |0〉 〈0| , P1 = |1〉 〈1| によって行われる. ここでの固有射影演算子 Pa, (a = 0, 1) とは状態
|ψ〉に作用することで Z の固有値 a の固有空間へ射影を行う演算子である. 測定で得られる結果は固有値 a

に対応し, 得られる確率 p(a)は
p(a) = 〈ψ|Pa|ψ〉 (19)

と与えられる. また, 測定後の状態は
Pa |ψ〉√
p(m)

(20)

である. 1回の測定では |0〉または |1〉のいずれかが得られるのみであるため, 多数回測定を行うことにより
p(0), p(1)を求めることができる. 測定の平均値は測定値 aと得られる確率 p(a)によって

E(Z) =
∑
a

ap(a) (21)

と表せることから

E(Z) =
∑
a

〈ψ|Pa|ψ〉

= 〈ψ|
∑
a

Pa|ψ〉

= 〈ψ|Z|ψ〉

のように測定の平均値によって |ψ〉に対する Zの期待値を求めることができる. また (9)式で示した Pauli

演算子についての関係から,測定前に Hadamardゲートや Sゲートなどを作用させることで X, Yの期待値
を得ることができる.
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さらに, 任意のエルミート演算子 A は単位演算子 I と Pauli演算子 X, Y, Zの線形和によって表すことが
できる.

A = aI + bX + cY + dZ (22)

測定から Pauli演算子の期待値が得られれば,

〈ψ|A|ψ〉 = a+ b 〈ψ|X|ψ〉 + c 〈ψ|Y|ψ〉 + d 〈ψ|Z|ψ〉 (23)

と求めることができる.

3.4 最適化
VQEでは量子回路の測定で得られた結果を用いて最適化を行う. 本節では最適化について説明する. 前節

にて量子回路の測定を通して, 量子回路の状態 |ψ〉に対する Pauli演算子の期待値が得られることを述べた.

そして任意の Hamiltonian はエルミート演算子であることから, Pauli演算子の期待値を組み合わせること
で期待値 (=エネルギー)を求めることができる. VQEではコスト関数としてエネルギーを用い, それが小さ
くなるようにパラメータを変化させていくことでエネルギーが最も小さくなる状態 (=基底状態)への近似を
行う. そのため VQEにおけるパラメータはパラメータ空間にてエネルギーがより小さくなる方向へ変化さ
せる必要があり, これにはパラメータに関するエネルギーの勾配の情報が必要である. 本節ではパラメータに
関するエネルギーの勾配の計算方法として, パラメータシフト法について述べる [17].

まず量子回路はパラメータ θ = (θ1, θ2, · · · , θl)を含むある一連のユニタリーゲート U(θ) =
∏l

j=1 Uj(θj)

が初期状態 ρin に作用しているものであり, Uj(θj)は Pauliゲート Pj により Uj(θj) = e−iθjPj/2 と表され
る回転ゲートであると仮定する. 以上の量子回路に対し, パラメータ θj についての物理量 B の期待値の勾配
∂ 〈B〉 /∂θj を求めることを考える. まず量子回路に対する B の期待値 〈B(θ)〉は次のように表せる.

〈B(θ)〉 = Tr
(
BUl:1ρinU

†
l:1

)
(24)

ここで Uj:k = Uj · · ·Uk とした. ここで Uj(θj)が Pj についての回転ゲートであることから 〈B(θ)〉の θj に
ついての勾配は

∂ 〈B(θ)〉
∂θj

= Tr

(
B
∂Ul:1

∂θj
ρinU

†
l:1

)
+ Tr

(
BUl:1ρin

∂U †
l:1

∂θj

)
(25)

Uj(θj) = e−iθjPj/2 であり Pj はエルミート, また随伴演算子について (CD)† = D†C† が成り立つから

∂Ul:1

∂θj
= U1 · · ·Uj−1 ·

∂Uj

∂θj
· Uj+1 · · ·Ul = − i

2
U1 · · ·Uj · PjUj+1 · · ·Ul = − i

2
Ul:jPjUj−1:1 (26)

∂U †
l:1

∂θj
=
i

2
U†
j−1:1PjU

†
l:j (27)

したがって交換関係 [C,D] = CD −DC を用いて

∂ 〈B〉
∂θj

=
i

2
Tr
(
−BUl:jPjUj−1:1ρinU

†
l:1 +BUl:1ρinU

†
j−1:1PjU

†
l:j

)
(28)

= − i

2
Tr
(
BUl:jPjUj−1:1ρinU

†
j−1:1U

†
l:j +BUl:jUj−1:1ρinU

†
j−1:1PjU

†
l:j

)
(29)

= − i

2
Tr
(
BUl:j [Pj , Uj−1:1ρinU

†
j−1:1]U†

l:j

)
(30)
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と書ける. ここで Uj(θj)は

Uj(θj) = e−iθjPj/2 = cos

(
θj
2

)
I − iPjsin

(
θj
2

)
(31)

より Uj(±π/2) = (I ∓ iPj)/
√

2を用いて

Uj

(π
2

)
ρU†

j

(π
2

)
− Uj

(
−π

2

)
ρU †

j

(
−π

2

)
= −i[Pj , ρ] (32)

これを式 (30)に代入すれば

∂ 〈B(θ)〉
∂θj

=
1

2
Tr
(
BU

(
θ +

π

2
ej

)
ρinU

†
(
θ +

π

2
ej

)
−BU

(
θ − π

2
ej

)
ρinU

†
(
θ − π

2
ej

))
(33)

=
1

2

(
〈B
(
θ +

π

2
ej

)
〉 − 〈B

(
θ − π

2
ej

)
〉
)

(34)

ここで ej は j 番目の成分が 1であるような単位ベクトルである.

以上の計算からパラメータ θj についての物理量 B の期待値の勾配 ∂ 〈B〉 /∂θj は, θj について ±π/2だけ
ずらした期待値により求められることがわかる.

3.5 課題
上記の過程を経てシミュレーションが行われている VQEであるが, アルゴリズムの実行においていくつか

の課題が存在している. ここではそれらについて述べる.

• Barren plateau

コスト関数の最適化において関数の勾配の分散が消失する現象. コスト関数 E(θ)が初期状態 |0〉にラ
ンダムなユニタリー演算 U(θ)の作用した状態に対する Hamiltonian H の期待値

E(θ) = 〈0|U†(θ)HU(θ)|0〉 (35)

で表される時, k 番目のパラメータ θk に対する勾配 ∂kE ≡ ∂E(θ)/∂θk の分散は b > 1と量子ビット
数 nを用いて

Var[∂kE] ≈ O
(

1

bn

)
(36)

と表される. n に対し Var[∂kE] は指数的に 0 へ減少することがわかる [25]. 原因としては回路の深
さ [25], 測定する物理量 [26], ノイズ [27]などいくつも存在し, Barren plateauを避ける回路やアルゴ
リズムも考案されている [26,28–30]. 次の図は量子ビット数に対して Barren plateauが存在すること
を示している.
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図 7: 量子ビット数と回路の深さに対する Barren plateau [25]

図 7では量子ビット数が色の異なるプロット, 回路に含まれる繰り返しの構造が横軸の Layer数とし
て表され, 縦軸はコスト関数の勾配の期待値となっている. 量子ビット数や回路の深さが大きくなるほ
どコスト関数の勾配の期待値が減少していることがわかる.

• local minima

問題のサイズが大きくなった時に global minimum ではなく local minima に収束してしまう現
象. 古典コンピュータや量子コンピュータでのニューラルネットワークにおいて盛んに研究され
ている [32–38]. local minima には global minimum への収束を助ける良い性質のものと, global

minimumから離れた所に存在し最適化を妨げる悪い性質のものが存在し, その性質が変化する相転移
が確認されている. (図 8)
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図 8: 学習性能における相転移現象 [37]

横軸はステップ数, 縦軸はコスト関数の大きさに対応しており, 赤や青の点線はフィッティングにより
得られた曲線である. また d2 は Hilbert空間の次元, グラフ左下の値は最適化に用いた量子回路に含
まれるパラメータ数に対応した量である. 図の左側の 3つのグラフではパラメータ数が d2 に比べ小さ
い値, 右側では大きい値でのコスト関数の収束の様子を示している. 左側では step数が増えても 10−1

以下へは収束が進んでいないのに対し, 右側ではより小さいオーダーまでコスト関数の収束が進んで
いる. このことからパラメータ数と空間の次元の比によって local minima の性質が変化しているこ
とがわかる. また量子ビットが多い状況では local minima の影響が大きくなることが確認されてい
る [39].
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4 テンソルネットワーク
本研究では量子コンピュータのアルゴリズムにテンソルネットワークの特性を活用している. 本章ではテ

ンソルネットワークの基本事項から量子コンピュータとの対応までみてゆく.

4.1 基本事項
テンソルとは多次元の配列と定義される [40, 41]. テンソルはランクという量を持っており, これは添え字

の数を表している. 特にランクが 0のテンソルはスカラー,ランクが 1のテンソルはベクトル,ランクが 2の
テンソルは行列と呼ばれる.

• スカラー : λ

• ベクトル : ψµ, ϕν

• 　行列　 : Cµ
ν

• 一般のテンソル : Dαβ···
γδ···

また, テンソル同士の計算において重要なものに縮約がある. これは繰り返される添え字について足し合わせ
を行う計算であり, 縮約をとることで新しいテンソルが作られる. 例えばベクトル Bµ と行列 Cµν の µにつ
いての縮約を考えると新しいベクトル Aν が得られる.

Aν =

D∑
µ=1

BµCµν (37)

テンソルネットワークとは一部もしくは全ての添え字について縮約がとられた, (37)式のようなテンソルの
集まりのことを意味し, テンソルネットワークはダイヤグラムと呼ばれる図によって表される. (図 9)テンソ
ルは丸や四角などの形,添え字は線として図示する. 縮約計算は線をつなぐことで表され,上に挙げた様々な
ランクのテンソルは次のように表される.

(a) スカラー (b) ベクトル (c) 行列 (d) 一般のテンソル

図 9: 各ランクのテンソルのダイヤグラム

そして, 添字や縮約の取り方の異なる, 多くのテンソルネットワークが考案されている [42–46]. 本研究で
はその中でも行列積状態 (Matrix Product State, MPS) [42, 43] という次式で定義されるテンソルネット
ワークを用いている.

|ψ〉 =
∑
σα

∑
iα

Aσ1
i1
Aσ2

i1,i2
· · ·AσN−1

iN−2,iN−1
AσN

iN−1
|σ1σ2 · · ·σN−1σN 〉 (38)

ただし σj ∈ {0, 1}は j 番目のサイトの量子ビットの固有状態 |0〉 , |1〉のいずれかを表す.
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4.2 強み
本節ではテンソルネットワークの強みとするところを見てゆく. 縮約計算をダイヤグラムとして図示する

ことにより, リソースを抑えた計算が可能となる場合がある. 一般的な例としては

• 計算に必要なメモリーの量を抑えた順番での縮約
• 低ランク近似

を行うことでリソースを抑えた計算が実現されている.

特に量子系を扱う場合は area lawという性質を有する量子状態に関して顕著な事実が存在する. 2.1節に
て紹介した entanglement entropyは 2つの Hilbert空間の entanglementの程度を測る指標であった. そし
て量子多体系の分野では, 特定の状態の entanglement entropyは対象とする 2つの系の境界面の大きさに比
例してスケールする, area lawという性質が知られており, 特に 1次元の gappedな系と一部の 2次元以上の
系の基底状態で確認されている [47]. Hilbert空間に存在する多くの状態の entanglement entropyは境界面
でなくその部分系の体積に比例するため非常に強力な制約となっている. (図 10)

図 10: area lawに従う空間 [41]

以上の area lawに対し, MPSは次の性質をもつことが示されている [47, 49].

命題 1 (MPSの近似可能性). 状態の列 ρI = {ρ1, · · · , ρn}, I = {1, · · · , n}で表される状態を持つ長さ nの
1次元量子系が Rényi entropy Sα について area lawを満たす, つまり

Sα = O(1), α < 1 (39)

が成り立つ場合, MPS でよく近似できる. 一方で ρI が von Neumann entropy S1 が volume law を満た
す時

S1 = Ω(n) (40)

MPSで効率的に近似することはできない. ここで Sα, S1 はそれぞれ

Sα =
1

1 − α
logTr (ρα) (41)

S1 = −Tr(ρ log ρ) (42)
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このほかの entanglement entropy のスケーリングと MPS での近似についての関係は以下の表にまとめ
られている.

図 11: MPSでの近似と EEの関係 [49]

α < 1であるときの Rényi entropy Sα が系の大きさ Lに対して一定もしくは logLでスケールする系に
対してはMPSで効率よく基底状態を近似できる. 反対に von Neumann entropyに対して Lでスケールす
る系や α > 1の Rényi entropy Sα に対し Lκ (κ < 1)もしくは Lでスケールする系の基底状態に対しては
MPSを用いた効率的な近似は厳しい, ということを表している. この性質から, 扱う状態が area lawを満た
すかどうかによってMPSで効率的に近似が可能か判断できる.

以上をまとめると, 次のようにしてテンソルネットワークの強みが量子アルゴリズムに活かせると考える.

本研究ではMPSを表す ansatzとなるよう量子ゲートを配置し, これを用いた VQEにより基底状態を求め
る. また扱う Hamiltonian は area lawを満たすような Schwinger モデルの状況を考える. そのため通常の
ansatzでは大きな Hilbert空間の様々な量子状態の中からエネルギーを最小にする状態を見つける必要があ
るが, MPSを用いた ansatzでは図 10に示したような小さな部分空間のみを探索し求める状態を得ることが
できる. したがって小さな部分空間へ制限することで調べる量子状態の数という観点で, より効率良く解が得
られると考えた.

4.3 MPSと量子ゲートの関係
本節ではMPSと量子回路との対応づけについて説明する [50, 51]. (38)式のMPS全体と 1成分のダイヤ

グラムは図 12のように表される. 成分同士をつなぐ脚は bond index, 下向きに出た脚 σ は physical index

と呼ばれる. bond index ij の取りうる値 ij ∈ {1, 2, ...,Dj}の Dj は bond dimensionと呼ばれる.

(a) 全体 (b) 1成分

図 12: MPSのダイヤグラム

続いてMPSの 1成分と量子ゲートの対応について述べる. j 番目のMPSの要素 A
σj

ij−1,ij
に対し行列 U を
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次式のように関係付ける.
A

σj

ij−1,ij
= U(

0b
(j−1)
1 b

(j−1)
2 ···

)
,
(
b
(j)
1 b

(j)
2 ···σj

) (43)

2 進数表記 ij = b
(j)
1 b

(j)
2 · · · により bond index ij ∈ {0, 1, 2, · · · , Dj − 1} を別の bond index b

(j)
k ∈

{0, 1}, k ∈ {1, · · · , dlog2Dje}として表した. daeは a以上の最小の整数を意味し, U をユニタリーにする
ために bond index に固定した添字 0を加えて正方行列とした. 以降は特に全ての bond dimension が等し
い D1 = D2 = · · · = DN−1 = D であるMPSを考える. 元のMPSと 2進数表記による行列とのダイヤグ
ラムによる対応は次のようになっている.

(a) MPS (b) ユニタリー演算子

図 13: MPSとユニタリー演算子との対応

図 13では (a)通常のMPSの要素に対し (b)2進数で表した bond index がどのようにダイヤグラムで表さ
れるかを示している. 2 進数の各桁の成分が index として表されている. 1 番目と N 番目の MPS の要素
Aσ1

i1
, AσN

iN−1
についても同様に扱うために Aσ1

0,i1
, AσN

iN−1,0
とすると

Aσ1
0,i1

= U
(000··· ),

(
b
(1)
1 b

(1)
2 ···σj

) (44)

AσN
iN−1,0

= U(
0b

(N−1)
1 b

(N−1)
2 ···

)
,(00···σN )

(45)

この場合の固定添字は bond indexが 0となっている状況を考えているため, dlog2De個の 0が並んでいる.

さらに正方行列に関して成り立つ定理 [19]

定理 1 (特異値分解). Aを正方行列とするとき

A = UDV (46)
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を満たすユニタリー行列 U, V と負でない要素を持つ対角行列Dが存在する. 特にDの対角要素は特異値
と呼ばれる.

を利用すると A
σj

ij−1,ij
は次の条件を満たすように変形することができる.

∑
ij−1,σj

(
Ã

σj

ij−1,ij

)†
Ã

σj

ij−1,i′j
= δij ,i′j (47)

∑
ij−1,σj

Ã
σj

ij−1,ij

(
Ã

σj

ij−1,i′j

)†
= δij ,i′j (48)

1行目は左正準条件, 2 行目は右正準条件と呼ばれ, これにより U はユニタリーとなる. 1 番目と N 番目の
MPSの要素 Aσ1

0,i1
, AσN

iN−1,0
の場合にはそれぞれ

∑
i1,σ1

(
Ãσ1

0,i1

)†
Ãσ1

0,i′1
= 1,

∑
i1,σ1

Ãσ1
0,i1

(
Ãσ1

0,i′1

)†
= 1 (49)

∑
σN

(
ÃσN

iN−1,0

)†
ÃσN

i′N−1,0
= δiN−1,i′N−1

,
∑
σN

ÃσN
iN−1,0

(
ÃσN

i′N−1,0

)†
= δiN−1,i′N−1

(50)

となる. 固定添字 0を量子ビットの状態 |0〉とした時, 元のMPS(図 12)は次のダイヤグラムに変形される.

(a) 全体 (b) 1成分

図 14: |0⟩を繋げたMPSのダイヤグラム

これより MPSのダイヤグラムとユニタリー演算子との対応は図 15,16のようになる. ここでは境界部分
について図示している.



4.3 MPSと量子ゲートの関係 20

(a) 元のテンソルネットワーク (b) ユニタリー演算子

図 15: 1,2番目のMPSの要素についての対応

図 15 ではまず 1,2 番目の MPS の要素に関する対応関係を図示した. (a) が元のテンソルネットワーク,

(b)が対応するユニタリー演算子である. 縮約をとる添字については曲線で結んでいる. 同様に N − 1,N 番
目のMPSの要素に関する対応関係については次図の通りである.

(a) 元のテンソルネットワーク (b) ユニタリー演算子

図 16: N − 1,N 番目のMPSの要素についての対応

MPSのユニタリー演算子での表記 (図 15(b),16(b))では indexは量子ビットに対応していることから, 対
応する index の縮約を考えることによって MPS に対応した量子回路を作成することができる. 従って量
子回路としては次図のように表される. bond dimension D=4 の場合を示している. 以降 physical index,

bond indexに対応する量子ビットをそれぞれ physical qubit, bond qubitと呼ぶ.
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図 17: MPSに対応した量子回路

最後の 2量子ビットについては本節の最後で議論する. 先に物理量に関するテンソルネットワークと量子回
路の対応を見る. MPSが

|ψ〉 =
∑
σα

∑
iα

Aσ1
0,i1

Aσ2
i1,i2

· · ·AσN−1

iN−2,iN−1
AσN

iN−1,0
|σ1σ2 · · ·σN−1σN 〉 (51)

と表される時, テンソルネットワークでは物理量 O の期待値は次式のように書かれる.

〈ψ|O|ψ〉 =
∑

σα,σ′
α

∑
iα,i′α

(
A

σ′
1

0,i′1
A

σ′
2

i′1,i
′
2
· · ·Aσ′

N−1

i′N−2,i
′
N−1

A
σ′
N

i′N−1,0

)†
Oσ′

1,σ
′
2,··· ,σ

′
N

σ1,σ2,··· ,σNA
σ1
0,i1

Aσ2
i1,i2

· · ·AσN−1

iN−2,iN−1
AσN

iN−1,0

(52)

特に物理量として Pauli演算子 Z = Z1 ⊗ Z2 ⊗ · · · ⊗ ZN を選んだ場合, 対応するダイヤグラムは次図の通り
である.

図 18: 物理量 Z の期待値

一方, 3.3節より量子状態 |ψ〉を生成する量子回路に対する測定は物理量 Zに対する期待値 〈ψ|Z|ψ〉を得
る操作であった. これより図 17の量子回路において全ての量子ビットを測定する操作はMPSに対し物理量
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Z の期待値を求めることに対応する. (図 19)

図 19: 測定部分も含めたMPSに対応する量子回路

以降はMPSに対応した図 19のような量子回路をMPS-inspired ansatz [52]と呼ぶ. 最後に境界条件につい
て議論する. 開放端条件と周期境界条件での構造について見る.

• 開放端条件
MPSと量子回路との対応づけの最後に触れた, 2量子ビットについて考える.

(a) ダイヤグラム (b) 量子回路

図 20: 量子回路の最後の 2量子ビット部分

ダイヤグラムでは bond qubitの数を bond indexの本数として図示している. 量子回路は左から右へ
演算が行われることを考慮すると, (b) では各ユニタリー演算子は |0〉 や 2 つの bond qubits を入力
として情報を受けとり, 2 つの bond qubits と 1 量子ビットへの測定操作へ出力する. ユニタリー演
算子の脚の本数という観点では, |0〉により 1本補充され測定により 1本消費していると理解できる.

MPSのダイヤグラムにおいて bond qubitへの測定操作は存在しないことから, これを回避すること
がMPSと量子回路との自然な対応と考える. そこで補充される |0〉や bond qubitを段階的に減らす
ことにより自然な対応づけを実現した [53]. (図 19)
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図 21: 開放端条件におけるMPS

また開放端条件における量子回路は次図のようになる.

図 22: 開放端条件に対応するMPS-inspired ansatz

• 周期境界条件
この場合 1 番目と N 番目の MPS の要素が隣り合う. 従って MPS のダイヤグラムは次図のように
なる.

図 23: 周期境界条件でのMPS

よってMPSのダイヤグラムとユニタリー演算子との対応も 1番目と N 番目のMPSの要素をつなぐ
ように対応させれば (図 24)
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(a) 元のテンソルネットワーク (b) ユニタリー演算子

図 24: N 番目と 1番目のMPSの要素についての対応

となる. ただし bond index iN = b
(N)
1 b

(N)
2 · · · と i0 = b

(0)
1 b

(0)
2 · · · に対しては iN = i0 ⇔(

bNi = b0i (i = 1, 2, · · · )
) とした. これはサイト数が 4 の MPS に対応する量子回路では以下のよ

うに表される.

図 25: 周期境界条件に対応するMPS-inspired ansatz

本研究では開放端条件を扱うため図 22のような回路により実験を行った.
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5 物理モデル
本章では実験で用いた物理モデルである Schwingerモデルについて説明する. まず Schwingerモデルによ

り振る舞いが表現される量子色力学について概要を述べていく [54, 55].

5.1 量子色力学
この世界には電磁相互作用, 強い相互作用, 弱い相互作用そして重力相互作用の 4種類の力が存在する. 現

在の標準模型は以上の相互作用のうち

• 電磁相互作用 (quantum electrodynamics, QED)

• 強い相互作用 (quantum chromodynamics, QCD)

• 弱い相互作用

と

• 上記の相互作用が働くクォークという粒子
• 強い相互作用を除いた力が作用するレプトンという粒子

に対する理論において多くの実験事実の説明に成功している. それぞれの相互作用の理論はゲージ原理に基
づいて記述される. ゲージ原理とは, 時空の各点において独立な変換を行なっても物理法則は変わらないこと
を課す原理である. ゲージ場という, 相互作用を媒介する場を導入することにより, 物質場とゲージ場の間の
相互作用やゲージ場の運動を決定する役割を持つ. QEDや QCDはこのゲージ原理に従って定式化される.

QEDでは荷電粒子間に働く電磁相互作用を記述する. 次式が自由な荷電粒子の Lagrangianである.

LD = ψ(iγµ∂µ −m)ψ (53)

光子による場 Aµ をゲージ場として, 物質場とゲージ場への局所的な変換に対する Lagrangianの不変性を課
すと LD は

LD → L′
D = ψ(iγµ(∂µ + ieQAµ) −m)ψ (54)

で表される. ここで e は素電荷, Q は電荷である. また, 光子は質量が 0 であることから質量 0 の Klein-

Gordon方程式を満たすことやローレンツ不変性, ゲージ不変性を考慮することにより, 光子場の運動項 LA

は
LA = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ) (∂µAν − ∂νAµ) ≡ 1

4
FµνF

µν (55)

となる. ここで Fµν = ∂µAν − ∂νAµ は電磁場の強さと呼ばれる. 以上より QED における Lagrangian

LQED は

LQED = L′
D + LA (56)

= ψ(iγµ(∂µ + ieQAµ) −m)ψ − 1

4
(∂µAν − ∂νAµ) (∂µAν − ∂νAµ) (57)

続いては強い相互作用についてである. 強い相互作用をする粒子をハドロン, しない粒子をレプトンといい,

ハドロンには p, n, π0, π±, Λ0 など非常に多くの種類が存在している. クォークはハドロンを構成するさら
に微小な粒子で u, dなどが存在し, 粒子に固有の性質が反対の符号であるクォークを反クォークという. こ
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れらの種類の違いはフレーバーと呼ばれる. ここではクォークを qf , f = {1, · · · , nq}と表記する. QCDは
クォークを束縛することでハドロンを構成する様子について記述する理論である. クォークの持つ 3自由度
として (r, g, b) を導入する. 対応する反クォークは (r, g, b) と表される. ハドロンとしては (r, g, b) または
(r, g, b)の組み合わせ (バリオン), もしくは (r, r), (g, g), (b, b)の組み合わせ (メソン)として存在することか
ら, 色の三原色の考え方より, カラーと呼ばれる. そのためハドロンとして存在する粒子はカラーを持たない
と理解できる. 自由なクォーク qf = (qfr, qfg, qfb)に対する Lagrangian密度は

Lq =

nq∑
f=1

qf (x)(iγµ∂µ −mf )qf (x) (58)

と表される. この時mf はクォーク qf の質量を意味する. QCDではグルーオンによる場 Ga
µ(x)をゲージ場

として, 物質場とゲージ場への局所的な変換に対する Lagrangianの不変性を課す. これにより Lagrangian

Lq は

Lq → L′
q =

nq∑
f=1

qf (x)

(
iγµ

(
∂µ + igs

8∑
a=1

Ga
µ(x)

λa

2

)
−mf

)
qf (x) (59)

となる. ただし λa はゲルマン行列と呼ばれる行列である. QCDに関する物質場やゲージ場のこれまでの記
述は QEDをより一般的に扱ったものとして考えられることからグルーオン場の運動項は QEDと同様に考
えて

LG = −1

4

8∑
a=1

Ga
µνG

aµν (60)

と表される. 以上より QCDにおける Lagrangian密度 LQCD は

LQCD = L′
q + LG (61)

=

nq∑
f=1

qf (x)

(
iγµ

(
∂µ + igs

8∑
a=1

Ga
µ(x)

λa

2

)
−mf

)
qf (x) − 1

4

8∑
a=1

Ga
µνG

aµν (62)

となる. 以上のようにして記述される QCDの特徴に, 漸近的自由性とクォークの閉じ込めがある.

• 漸近的自由性
場の量子論のパラメータは量子補正の影響で, 対象とするエネルギーのスケールによって有効な値が
変化する. ゲージ結合定数もその一つである. 摂動論との関連を述べるためゲージ結合定数を g の代
わりに α = g2/4π と書くと, QEDと QCDのそれぞれのゲージ結合定数 αe, αs は
– αe = e2

4π

– αs =
g2
s

4π

となる. より高いエネルギーでの相互作用を考えることはより微小な相互作用をみることを意味し, そ
れに対応して QCDと QEDは
– αe：増加
– αs：減少
となることが実験的に確認されている. (図 26)
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(a) QEDの結合定数 [58] (b) QCDの結合定数 [59]

図 26: エネルギースケールによる結合定数の変化

横軸はエネルギー, 縦軸はそれぞれの結合定数を表している. 特に QCD の結合定数 αs は高エネル
ギーとなる程小さくなっていき自由場に近づくことがわかる. QCDにおけるこの性質は漸近的自由性
と呼ばれる.

• クォークの閉じ込め低エネルギーにおける現象で単独ではカラーを持つ粒子を取り出すことができな
いことを指す. 図 26を見ると低エネルギーでは αs が非常に大きいことから, この状況では結合定数
に関する摂動以外の手法により解析を行う必要がある.

本節の前半にて QED や QCD の Lagrangian について考えた. 場の理論における定式化の方法には, 主に
Lagrangian L により定まる経路積分 ∏

m

∫
dϕm exp(

∫
dxL) を行う経路積分形式と演算子により状態やそ

の変化を追う演算子形式がある. 素粒子物理におけるシミュレーション方法には経路積分形式を利用するモ
ンテカルロ法が広く用いられているが, 被積分関数である指数関数の肩の成分によっては収束しないという
符号問題が存在する. QCDのシミュレーションにおいても符号問題の影響によりシミュレーションが困難な
場合がある. そのため次節で説明する Schwingerモデルのような toyモデルを利用した QCDへのアプロー
チを取り組まれている.

5.2 Schwingerモデル
続いて Schwingerモデルについて説明する [56, 57, 62]. これは次の (1+1)次元の Lagrangian Lで表現さ

れる.

L = −1

4
FµνF

µν + iψ̄γµ(∂µ + igAµ)ψ −mψ̄ψ (63)

1 項目は電磁場の運動項, 2 項目と 3 項目は光子場とディラック粒子の相互作用を表す. 量子コンピュータ
では有限次元 Hilbert空間上での演算を行うが, 式 (63)は無限次元の Lagrangianであるためそのままでは
実行することができない. そこでまず N サイトの 1 次元の格子モデルへと変換する. 式 (63) に対応する
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Hamiltonian H は次式で表される.

H =
1

2
Π2 − iψγ1(∂1 + igA1)ψ +mψψ (64)

ここで Π = ∂0A1 である. 次にディラック粒子 ψ(x) = (ψu(x), ψd(x))T を次のように変換することで格子上
のモデルに変換することができる [64].

χn√
a
≡

{
ψu(x) n:even

ψd(x) n:odd
(65)

n ∈ {0, 1, · · · , N}であり, aを格子の間隔として x = naとしている. この時ゲージ場の演算子は

Un ⇔ e−iagA1(x) (66)

Ln ⇔ −Π(x)

g
(67)

が対応する. また χn, Un, Ln は以下の関係式を満たす.

{χ†
n, χm} = δmn, {χn, χm} = 0, [Un, Lm] = δmnUn (68)

これより Hamiltonianは

H = J

N−2∑
n=0

L2
n − iw

N−2∑
n=0

(
χ†
nUnχn+1 − χ†

n+1U
†
nχn

)
+m

N−1∑
n=0

(−1)nχ†
nχn (69)

となる. ただし w = 1/(2a), J = ga2/2 である. 次に物理的に許される状態のみをとるように制約を課す.

QEDにおいては Gauss lawを制約とすればよい [63]. 格子場における Gauss lawは

Ln − Ln−1 = χ†
nχn − 1 − (−1)n

2
(70)

より境界条件を L−1 = 0として上式を解き, ゲージ場を Un = 1と固定すれば Ln, Un を取り除くことがで
きる [57]. スピン系に対する方程式を得るために χn に Jordan-Wigner変換

χn =
Xn − iYn

2

n−1∏
i=0

(−iZn) (71)

を行えば Hamiltonianは次のように表せる.

H =
w

2

N−1∑
m=0

(XmXm+1 + YmYm+1) +
J

2

N−3∑
n=0

N−2∑
m=n+1

(N −m− 1)ZnZm +
J

2

N−2∑
n=0

1 + (−1)n

2

n∑
i=0

Zn

+
m

2

N−1∑
n=0

(−1)nZi + Const. (72)

ここで Xn, Yn, Zn は n番目のサイトに作用する Pauli演算子である.

Schwinger モデルは (1+1) 次元のモデルではあるが, 閉じ込めを示すポテンシャルを持つ [60], カイラル
対称性が破れる [61], など QCDと同様の性質を持っていることで知られており, Schwingerモデルに対する
研究も盛んに行われている [58, 61, 62,65–67].
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6 MPS-inspired ansatz の実装 (MPS を用い
たVQE)

本章ではMPSを活かした ansatzにより,従来の VQEより優れた収束性能をもつ ansatzの開発を試みた.

6.1 実験の概観
それぞれの実験の詳しい説明に入る前に, 各節の実験内容について概要を述べる. 本章ではMPS-inspired

ansatzを用いた 3種類の実験を行う.

まず 6.2 節において従来の VQE ansatz との性能の比較を行う. ここでは従来の VQE ansatz として,

3.2 節で紹介した HEA や HVA を用いる. 従来の ansatz では量子ビット数が増えるに従って Hilbert 空
間が大きくなることから 3.5 節で述べた local minima の影響が強まり近似性能が落ちることが確認されて
いる [39]. 一方 MPS は Hilbert 空間全体に比べて小さな部分空間のみを探索することから, MPS-inspired

ansatzは local minimaの影響が少なく近似性能の低下が抑えられると考えた.

続いて 6.3 節では量子回路の途中で測定を行う操作 (mid-circuit measurement) を利用した実験を行っ
た. 図 22のようにMPS-inspired ansatzは作用するユニタリーゲートが一方向にずれてゆき, 一度演算が終
わった量子ビットには再度ゲートが作用しない構造を持つ. そこで mid-circuit measurement と |0〉への初
期化操作を共に用いた量子ビットの再利用を行うことで量子ビット数を抑えられると考えた. 特に本研究は
実機ではなく simulator により実験を行っていることから, 実機によるノイズの影響は存在しない. そのた
め本実験では, mid-circuit measurement を用いて少ない量子ビット数の ansatzとなった場合にも, 通常の
MPS-inspired ansatzと同等の精度の結果が得られるかどうかを調べることが目的である.

最後に 6.4節では並進対称性を利用した最適化手法について取り組んだ. 1次元量子系では, サイト数が非
常に大きい場合に境界部分以外で一様な状態 (物理量を測定すると同じ結果を出力する状態)となることが知
られている. そこで本研究で近似を行う Schwingerモデルの基底状態も, サイト数が大きい場合には境界以
外では一様な状態が実現されると考えた. これはMPS-inspried ansatzが最適化後に出力する状態としては,

MPSの要素に対応するユニタリーゲートごとに等しいパラメータを持つ ansatzとなることを意味する. そ
こで 2回の最適化を行うことを考えた. まずMPS-inspired ansatzのユニタリーゲートごとにパラメータを
固定して最適化を行い, 次に全てのパラメータを独立にした上で初期値に 1回目の結果を用いる. 最終的に目
指す状態が境界以外で一様な状態であることから, 1段階目の最適化で完全に一様な ansatzとして最適化を
進めて 2段階目の最適化で境界部分の調整を行うことができると考えた. この手法ではパラメータ数の少な
い ansatzで最適化を進めることが可能であり, パラメータ数の少ない ansatzの方が最適化が速くなる傾向
にあることから, 並進対称性を利用した以上の手順によって同じ精度の結果をより少ない最適化過程で得ら
れると考えた.

6.2 従来のVQEとの比較
本節では 4.3 節で示した構造を持つ MPS-inpsired ansatz について従来の VQE との性能の比較を行う.

MPSは bond dimensionを変化させることで下のように張る部分空間の大きさを変化させることができる.
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図 27: bond dimensionごとの部分空間の大きさ [41]

MPSを ansatzの構造として用いることで,Hilbert空間全体ではなく部分空間を探索してより効率良く量
子状態を生成しようと考えた.

性能についてみる前に, MPS-inspired ansatz が Hilbert 空間を部分的に張り bond dimension によりそ
の大きさが変化することを確認する. 量子回路の量子ビット数は 12で固定し,bond dimensionは 4, 16, 256,

4096と変化させた. ansatzの張る部分空間の大きさは entanglement entropyにより確認した.

(a) 開放端条件 (b) 周期境界条件

図 28: 境界条件ごとのMPS-inspired ansatzの entanglement entropy

左は開放端条件,右は周期境界条件での結果を表す. 点線は Haar measureにより randomに取り出したユ
ニタリーゲートによる Haar random state の entanglement entropy を表す. Hilbert 空間から random に
取り出した状態は高い確率で非常にエンタングルした状態であることから, 点線はほとんど最大限エンタン
グルした状態の entanglement entropyを表している [68]. いずれの境界条件の場合も bond dimensionが増
えるにつれて Haar random stateへ漸近していることがわかる.

それでは従来の VQEとの比較に移る. 4.3節で説明したMPS-inspired ansatzに対し, 3.2節で説明した
HEAと HVAとの比較を行う. それぞれの ansatzの設定は次のようになっている.

• MPS-inspired ansatz
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4.3 節に示したように, 一部の量子ビットを共有するようなユニタリーゲートを連続して作用させる.

わかりやすさのためにサイト数が 4の場合の量子回路を再度載せる.

図 29: 開放端条件に対応するMPS-inspired ansatz

特にユニタリーゲートU(上図ではU1やU2)について,パラメータ数の異なる 3種類の場合 (21,24,27)

で収束性能をみている. このパラメータ数は 3量子ビットの任意の状態を表すために必要なパラメー
タ数 15より大きな値であることから決めている. 参考にサイト数が 4でユニタリーゲートに含まれる
パラメータ数が 21のMPS-inspired ansatzの一例を示す. 回路が長いため 3分割されており, 灰色の
ラインで分割された回路部分が前から順に上図のユニタリーゲートに対応している.

図 30: 用いたMPS-inspired ansatzの例

• HEA

3.2節で述べたように, 単一量子ビットへ作用する回転ゲートの層と隣り合う量子ビットに対するエン
タングルゲートの層を繰り返すことで実装している. HEAに関しては回路構造に多少の自由度がある
ことから, 本実験では合計のパラメータ数が異なる 3種類のMPS-inspired ansatzに対して同じパラ
メータ数となるよう ansatz を作成し比較を行った. サイト数や対応させる MPS-inspired ansatz に
より構造が異なることから一般式では示せない. そのため参考としてサイト数が 4でユニタリーゲー
トに含まれるパラメータ数が 21 の MPS-inspired ansatz に対応した HEA を載せる. エンタングル
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ゲートに関しては効率的に量子ビットがエンタングルされるよう brick wall状 [69]に配置した.

図 31: 用いた HEAの例

• HVA

HVA ではまず初期状態を準備し, 次にパラメータにより基底状態を生成する. 初期状態は扱う
Hamiltonianのいずれかの項の基底状態である必要があった. Schwingerモデルに対しては式 (72)の
3項目の質量項の基底状態 |1010 · · ·〉を利用した. 状態生成を行う部分に関しては, 5章で述べた項を
表すようにゲート配置を行った. 参考としてサイト数 4の場合を載せる. 回路の初めに全ての量子ビッ
トへ作用している Xゲートが初期状態準備,その後は分割されている要素毎に式 (72)の Hamiltonian

の XiXi+1, YiYi+1, ZmZn,
∑

n Zn, Zn の各項に対応している.

図 32: 用いた HVAの例

HVAは Hamiltonianに対応した上図のような ansatzを繰り返すことにより精度を高めることができ
る [24]. 6.2節の実験では上図を 1layerとして 5,7,9layerの場合での精度を比較に用いている.

本節の実験は Qulacs [70]によって行い, optimizerには COBYLA [71]を用いた. Qulacsでは量子回路を状
態ベクトルとして扱い Hamiltonianに対する期待値を計算することができるため, Hamiltonianの期待値を
決定する際に測定による統計誤差が生じない.

上記のそれぞれの ansatzに対しパラメータ数や layer数の異なるものを用意し, Schwingerモデルの基底
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状態の近似精度によって比較を行った. 試行回数は 100回である. それでは結果をみる.

まずは最も良い精度となったコスト関数の振る舞いを示す.

(a) N=4 (b) N=8 (c) N=12

図 33: サイト数 N ごとのコスト関数の様子

横軸は最適化でのステップ数,縦軸はエネルギーの大きさを表している. ここでは濃い赤, 青, 緑色のグラ
フがMPS-inspired ansatz,薄い赤, 青, 緑色のグラフが HEA, 紫, 灰, 黄緑色のグラフが HVAの結果を示し
ている. 同じ ansatz においても, 総パラメータ数の違いを異なる色として表している. 全ての ansatz にお
いて同様に厳密対角化の値へ収束しているとともに, いずれのサイト数の場合にも step数の少ない段階から
HVAは収束がよく進んでいることがわかる.

次にエネルギー比を示す.

(a) N=4 (b) N=8 (c) N=12

図 34: サイト数 N ごとのコスト関数の様子

横軸は比較する ansatzの種類,縦軸は収束値の値を厳密対角化の解で割った値を示しており, 1に近いほど
良い精度であることを意味する. 図はバイオリンプロットと呼ばれるもので, 上下のバーがデータの分布する
幅, 中心のバーは平均値, 縦軸方向に広がる山はデータの分布を示している. 各 ansatzのバイオリンプロッ
トの平均値と分布の幅については表 1のようになっている.
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表 1: エネルギー比の平均値と分布の幅

サイト数 N
平均値 分布の幅

MPS-inspired HEA HVA MPS-inspired HEA HVA

4 0.9998 1.0000 1.0000 0.9963-1.0000 0.9999-1.0000 1.0000

8 0.9848 0.9355 0.9096 0.9504-0.9952 0.8933-0.9764 0.4581-0.9908

12 0.9588 0.8729 0.8432 0.9019-0.9839 0.8718-0.9027 0.5436-0.9746

表は MPS-inspired ansatz, HEA, HVA の 3 種類の ansatz での収束値に関して, その分布の平均値と幅
を示している. N = 4 の時には MPS-inspired ansatz の近似精度が HEA や HEA に比べ低くなっている.

一方サイト数が増えるにつれて HEA や HVA はエネルギー比の平均が N = 8 では 0.92 前後, N = 12 で
は 0.85前後と下がっているのに対し, MPS-inspired ansatzでは N = 8, 12の場合にもエネルギー比が 0.95

以上となっており, 高い近似精度を示している. 収束値の分布についても HEA や HVA はサイト数の増
加で N = 12 の時には HEA で 0.87-0.9, HVA で 0.54-0.97 と低い精度まで広くばらついているのに対し,

MPS-inspired ansatzは 0.9以上と高い精度を保っている. また HVAの収束値の分布に関しては, N = 8で
精度の悪い方へ分布が広がり, N = 12ではエネルギー比が 0.65付近に小さなピークが見られる. これにつ
いては, [72]にて HVAの layer数に対する local minimaの性質の変化が確認されていることから, 本研究に
おいても同様の影響により local minimaが収束を妨げていると考えられる. 以上よりMPSを用いた VQE

ansatzの実装により HEAや HVAに比べて良い精度で基底状態を生成できることが確認できた.

6.3 mid-circuit measurement

続いて mid-circuit measurent を用いて量子ビット数を抑えた回路の実装に取り組む. mid-circuit mea-

surement とは回路の途中で測定を行う操作のことである. |0〉 へ初期化する操作と共に用いることで量子
ビットの再利用が可能となる. これを利用して量子ビット数を抑えた量子回路の実装が行われている [73–77].

4.3節にて図示したMPS-inspired ansatz は一度演算が終わると測定まで演算の行われない量子ビットが多
く存在する. そこで mid-circuit measurementを活用し量子ビット数を抑えた量子回路の実装に取り組んだ.

演算の終わった量子ビットを mid-circuit measurement と初期化により次の演算で初めて利用される量子
ビットへと変換した. 6.1節で説明した本来のMPS-inspired ansatz との対応は以下のようになっている.

図 35: mid-circuit measurementを行う回路との対応

左が元の MPS-inspired ansatz, 中央が使い終わった量子ビットの mid-circuit measurement と初期化
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を結びつける様子, 右が mid-circuit measurement を利用した MPS-inspired ansatz である. 元の回路と
mid-circuit measurementを利用した回路は SWAPゲートにより等価な回路となっている. 本節の実験では
量子ビットに対する mid-circuit measurement と初期化を正確に行うために, これらの機能がフレームワー
ク内の関数として用意されている Qiskit [78]を利用し, optimizer は前節と同様に COBYLAを用いた. ま
た本実験では回路の途中で測定という非ユニタリーな操作を行っていることから, 量子回路を状態ベクトル
として Hamiltonianの期待値を得るという Qulacsの手法は利用できない. そのため量子回路を多数回実行
し, Hamiltonianの期待値をサンプリングにより求める方法を用いた. 期待値を決定するために量子回路を実
行する回数は shot数と呼ばれる. shot数が多いほど精度の高い結果が得られる. (図 36)

図 36: shot数に対する近似精度の変化

上図はサイト数 4, ユニタリーゲートのパラメータ数が 21 の MPS-inspired ansatz においてショット数
を 10 から 1000000 まで変化させた時のコスト関数である. shot 数が多いほど高い精度で収束しているこ
とが確認できる. しかし shot 数が多くなる程実行時間が長くなってしまう. そのためサイト数が 4 の場合
にて精度と実行時間を考慮して shot数を 10000として実験を行った. 実験はMPS-inpsired ansatz に対し
mid-circuit measurement を用いた場合とそうでない場合での性能を比較した. 本実験でも 100回試行を行
なっている.

まず最も精度良く収束したコスト関数は次の通りである.

(a) N=4 (b) N=8 (c) N=12

図 37: サイト数 N ごとのコスト関数の様子
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サイト数が増えるにつれて厳密対角化の解から離れてしまっている. これは [27]にて確認されているよう
に, 有限で一定の shot数では量子ビット数が増えるほどコスト関数の勾配が減少することが影響していると
考える. 一方図 37では収束精度には mid-circuit measurement を加えた場合とそうでない場合での大きな
違いは見られない.

続いてエネルギー比である.

(a) N=4 (b) N=8 (c) N=12

図 38: サイト数 N ごとのエネルギー比の様子

mid-circuit measurement を利用したMPS-inspired ansatz の結果が左の 3つのプロット, 通常のMPS-

inspired ansatzの結果が右の 3つのプロットに対応している. mid-circuit measurementを用いた場合とそ
うでない場合において, 平均値とその分布の相対的な様子には大きな違いは見られない. またエネルギー比の
平均値と分布の幅は次の表のようになっている.

表 2: エネルギー比の平均値と分布の幅

サイト数 N
平均値 分布の幅

あり なし あり なし
4 0.8502 0.8448 0.6265-0.9639 0.6303-0.9621

8 0.7718 0.7727 0.5806-0.8772 0.5891-0.8936

12 0.7305 0.7293 0.5461-0.8497 0.5539-0.8440

表は mid-circuit measurement を利用した ansatz(あり) と利用していない ansatz(なし) に関して, その
分布の平均値と幅を示している. サイト数が増えるに従って平均値は 0.85(N=4)から 0.73(N=12)へと小さ
くなり, 分布の幅も 0.62-0.96(N=4)から 0.55-0.84(N=12)と小さい値へ移動しており, 精度の低下が確認さ
れる.

本節の最後にそれぞれの手法において使用している量子ビット数を次図に示す.
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図 39: 使用した量子ビット数の比較

通常の MPS-inspired ansatz ではサイト数に比例して量子ビット数が増加するが mid-circuit measure-

mentを利用する場合は一定の量子ビット数での回路の実装が可能となっている. 本実験では physical qubit

を 1つ, bond qubitを 2つ用いていることから 3量子ビットで一定となっている.

以上の比較よりmid-circuit measurementを利用して量子ビット数を抑えた場合にも通常のMPS-inspired

ansatzと同様の精度の結果が得られることが確認できた.

6.4 並進対称性
最後に並進対称性を活かしたMPS-inspired ansatzについて考える. 今回のような 1次元量子系では十分

サイト数が多い場合に, 境界を除いたサイトで状態が一様となることが考えられる. このことより最終的に求
めるパラメータにも並進対称性を持ったような近い値を取ると考えられる. そこで本節では MPSの要素ご
とに近いパラメータの値に収束すると考えて

1. MPSの要素のパラメータごとに同じ値とする, 並進対称性を持った量子回路
2. 全てのパラメータが独立な量子回路

の順に最適化を行い, 精度を保ったままより少ないステップ数や実行時間での状態生成を試みた. (図 40)た
だし 2番目の最適化での初期値には 1番目の最適化の結果を用いる.
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図 40: 並進対称性を活かした最適化方法

本節では 6.1節で導入した MPS-inspired ansatz との比較を行う. シミュレーションには Qulacs を利用
した.

また optimizer に関しては, 並進対称性を利用する手法では初期値が最適化に影響を及ぼす. optimizer

には勾配を利用するものとしないものが存在するが, 良い初期値であること (1 回目の最適なパラメータで
あること) が活かされる optimizer である必要があった. そこで gradient-free と gradient-based の様々な
optimizerで比較を行った. サイト数 4, MPS-inspired ansatzにおけるユニタリーゲートのパラメータ数が
21であるような状況での結果は次の通りである. 図 41は勾配をパラメータ更新に用いない optimizer, 図 42

は用いる optimizerによるコスト関数である.

(a) COBYLA (b) Nelder-Mead (c) TNC

図 41: 勾配を利用しない optimizerによるコスト関数

(a) BFGS (b) CG (c) SLSQP

図 42: 勾配を利用した optimizerによるコスト関数

勾配を利用しない optimizerでは 2回目の最適化へ切り替わる時にいずれもピークが存在する. コスト関
数の観点から, 1回目のパラメータを活かしてより速く収束を行うためには勾配情報を用いた optimizerが適
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切であると考えた. また精度には大きな違いが見られなかったことから, 実行時間の短さにより SLSQP [79]

を用いた.

本実験では並進対称性を利用して 2段階の最適化を行うアルゴリズムと通常のMPS-inspired ansatzによ
る VQEアルゴリズムの性能の比較を行い, それぞれの条件の ansatzについて 100回の試行を行った. まず
最もよい収束精度の場合のコスト関数の様子を見る.

(a) N=4 (b) N=8 (c) N=12

図 43: サイト数 N ごとのコスト関数の様子

このグラフでは並進対称性を持たせた MPS-inspired ansatz を濃い色のグラフ, 従来の MPS-inspired

ansatz は薄い色のグラフに対応しており,点線は厳密対角化の値を示す. いずれのグラフも十分なステップ
数ののちに収束していることがわかる. 次にエネルギー比を比較する.

(a) N=4 (b) N=8 (c) N=12

図 44: サイト数 N ごとのエネルギー比

各サイトの図において左の 3つのプロットが並進対称性を利用したMPS-inspired ansatzによる結果, 右
の 3つのプロットが通常のMPS-inspired ansatzによる結果を表している. 並進対称性を利用した場合とそ
うでない場合でいずれも高い精度ではあるものの, 収束値の分布の様子から並進対称性を利用した場合の方
が精度が低下していることが確認される. それぞれのサイト数における分布の平均値と幅を表 3に示す.
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表 3: エネルギー比の平均値と分布の幅

サイト数 N
平均値 分布の幅

並進対称性を利用した手法 通常の ansatz 並進対称性を利用した手法 通常の ansatz

4 1 1 1 1

8 0.9978 0.9985 0.9878-0.9993 0.9949-0.9994

12 0.9961 0.9989 0.9798-0.9993 0.9923-0.9993

表は並進対称性を利用した 2段階の最適化手法と通常のMPS-inspired ansatzによる最適化での収束値に
関して, その分布の平均値と幅を示している.

MPS-inspired ansatzに比べて並進対称性を利用した場合には平均値が 0.998(N=8),0.996(N=12)と変化
しているのに対し, 通常の最適化では 0.998以上を保っている. 分布の幅に関しても, 並進対称性を利用して
いる場合には N=8,12のいずれの場合にも 0.99以下まで収束値が分布しているが, 通常の最適化手法では常
に 0.99以上の収束値となっており, 並進対称性を利用した最適化では精度の低下が確認された.

この結果について考察を行う. まず本実験で用いるMPS-inspired ansatzや並進対称性を活かした ansatz

は Hilbert空間の次元に比べてパラメータ数の少ない回路である [37]. また global minimumの形状はサイ
ト数が増えるほど狭く勾配の大きなものとなることが示されている [26]. そしてパラメータ数 lと Hilbert空
間の次元に比例する量mに対する Local minimaの分布は以下のようになることが確認されている [35, 36].

図 45: パラメータ数と Hilbert空間の次元に対する local minimaの分布 [36]

横軸は解となるエネルギーと最適化により得られた結果との差を示し, 0で正しい結果に収束できているこ
とを意味する. 縦軸は local minimaの数を示している. パラメータ数 lが 2mに比べて小さいほど解から離
れた値に local minimaが集中している一方で, その比が 1に近づくにつれて local minimaの分布が global

minimumに近づいてゆく.

以上の事実から次のように考察した. 並進対称性を活かした最適化ではまずパラメータ数の少ない回路に
よる最適化を行うことからその多くが local minimaに収束する. その後のパラメータを独立にした 2回目の
最適化では, パラメータ数が増えたことにより local minimaが global minimumの方向に移動していると考
えられるが, 初期値が local minimaの付近に存在することから多くの場合において再度 local minimaへ収
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束してしまうと考えた.

図 46: 最適化時のコスト関数のイメージ図

パラメータ数が異なる回路であることより最適化にかかる時間についての比較も行った. CPU : Intel

Core i5, メモリ : 16GB, クロック周波数 : 2.3GHzのMacBook Pro(2017)での結果は図 47の通りである.

図 47: 最適化にかかる時間の比較

横軸はサイト数, 縦軸は最適化にかかった時間を示している. SLSQPは最適化にかかる時間がパラメータ
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数に依存することから, 並進対称性を活かした回路では初期の最適化にかかる時間が非常に抑えられている
ためと考えられる. 以上の結果から並進対称性を活かした回路では一定の精度のもとで実行時間を抑えた実
装が可能であることが確認できた.
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7 結論
本研究では NISQ時代の量子コンピュータである VQEを利用して Schwingerモデルにおける基底状態を

求めた. しかし現状では実際の量子コンピュータにおいて使用できる量子ビット数が限られており, また大き
な Hilbert 空間において最適化を妨げる barren plateau や local minima といった課題も存在する. そこで
テンソルネットワークの一つであるMPS を利用することで Hilbert空間の大きさや量子ビット数の観点な
どで効率的な ansatzの実装を試みた. MPSには area lawに従う状態をよく近似できるという性質がある.

そこで量子回路の生成する状態がMPSとなるようなゲート配置を行うことにより, MPSの特徴を利用しよ
うと考えた.

そして以上の回路を用いて 3種類の実験を行った. まず従来の VQE ansatzとの性能の比較である. ここ
では従来の ansatzとして HEAと HVAを用いた. MPS-inspired ansatzが Hilbert空間のうち小さな部分
空間のみを探索することから, サイト数の増加に対する近似性能の低下を抑えられると予想した. 結果として
は, サイト数の増加に対しMPS-inspired ansatzは従来の VQE ansatzに比べて高い精度を保ったまま収束
することを確認できた.

次に, 量子回路の途中で測定を行う, mid-circuit measurementという操作により量子ビット数を抑えた量
子回路の実装を行った. これはMPS-inspired ansatzの持つユニタリーゲートは量子ビットに対して一方向
にずれてゆくことから, 演算の終わった量子ビットと初めて用いられる量子ビットが繰り返し作り出される構
造を利用している. 実験では量子回路を多数回実行することで Hamiltonianの期待値を求めていたが, shot

数に対する収束性能の低下が見られた. 一方でコスト関数の収束値については, その分布の平均値や分布の広
がりはいずれも大きな違いは見られなかったことから同等の収束性能を持つと言える. 通常のMPS-inspired

ansatzではサイト数に比例して必要な量子ビット数が増加しているのに対し, mid-circuit measurement を
用いた ansatzでは量子ビット数は 3と一定であったことから, 量子ビット数を抑えた実装が可能であること
を確認できた.

最後に, 並進対称性を持たせたMPS-inspired ansatzと通常のMPS-inspired ansatzを組み合わせた 2段
階の最適化手法について性能を確認した. これは, 十分長い 1次元量子系では境界を除くサイトにおいて多く
の場合一様な状態となる性質を利用することで, より少ない最適化過程で実行できると考えたためであった.

結果としては, 並進対称性を利用した手法の方が収束値の平均値が悪化し, 収束値の分布も精度の低い方向へ
広がってしまった. 原因としては, 1回目の最適化で得られたパラメータが local minimaの分布の影響を大
きく受けるものであったためと考察した. 一方, 最適化にかかる実行時間については, 並進対称性を利用した
手法の方がより短い時間で可能であることが確認できた. 今回の研究結果を受けて, 今後は

• mid-circuit measurementを利用した, 実機でのMPS-inspired ansatzの実行
• local minima の分布に関する検証 (異なる初期値に対する最適化への影響, 勾配を利用しない

optimizer での local minima の影響, パラメータ数と Hilbert 空間の次元の比を考慮した ansatz の
構成)

に取り組んでいきたい.
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Chen, Jerry M. Chow, Antonio D. Córcoles-Gonzales, Abigail J. Cross, Andrew Cross, Juan Cruz-

Benito, Chris Culver, Salvador De La Puente González, Enrique De La Torre, Delton Ding, Eugene
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付録A 用語の定義
量子コンピュータは量子力学を計算に用いている. ここでは量子コンピュータ上の計算が行われる Hilbert

空間の定義に向けて必要な事項を定義してゆく [18, 19]. 全体を通して Kは Rまたは Cとする.

定義 3 (ベクトル空間). 集合 V に和

∀ |ψ〉 , |ψ〉 ∈ V → |ψ〉 + |ψ〉 ∈ V (73)
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及びスカラー倍
∀ |ψ〉 ∈ V, a ∈ K → a |ψ〉 ∈ V (74)

の演算があり, (v1)-(v8)の性質を満たす時 V を K上のベクトル空間という.

(v1) ∀ |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ V, |ψ〉 + |ϕ〉 = |ϕ〉 + |ψ〉
(v2) ∀ |ψ〉 , |ϕ〉 , |ξ〉 ∈ V |ψ〉 + (|ϕ〉 + |ξ〉) = |(〉ψ + |ϕ〉) + |ξ〉
(v3) ∃1 |θ〉 ∈ V s.t.∀ |ψ〉 ∈ V, |ψ〉 + |θ〉 = |ψ〉
(v4) ∀ |ψ〉 ∈ V, ∃1 |ξ〉 ∈ V s.t. |ψ〉 + |ξ〉 = |θ〉
(v5) ∀ |ψ〉 ∈ V, a, b ∈ K, a · (b · |ψ〉) = (ab) · |ψ〉
(v6) ∀ |ψ〉 ∈ V, 1 · |ψ〉 = |ψ〉
(v7) ∀ |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ V, a ∈ K, a · |ψ〉 + a · |ϕ〉
(v8) ∀ |ψ〉 ∈ V, a, b ∈ K, (a+ b) · |ψ〉 = a · |ψ〉 + b · |ψ〉

(v3) の |θ〉 を零ベクトルと呼び, 以降 |θ〉 = 0 と記す. また (v4) の |ξ〉 を |ψ〉 の逆ベクトルと呼び, 以降
|ξ〉 = − |ψ〉と記す. 内積空間の定義に入る前に,ベクトル空間に関する用語をいくつか定義する.

• V の部分集合W ⊂ V が部分空間である
W が和とスカラー倍について閉じている (∀ |ψ〉 , |ϕ〉 ∈W,a ∈ K |ψ〉 + |ϕ〉 ∈W,a |ψ〉 ∈W )

部分空間W は V の和とスカラー倍の演算を用いてベクトル空間となる.

• ベクトルの集合 {|ψi〉}ni=1 は一次独立である
{|ψi〉}ni=1 が

n∑
i=1

ai |ψi〉 = 0 ⇒ ∀i, ai = 0 (75)

を満たす
• ベクトル空間 V の次元
V は一次独立となるベクトルの個数に上限がある時,有限次元ベクトル空間と呼ばれ,その最大値を V

の次元といい dimV と記す.

量子コンピュータでは有限個の量子ビットを用いた計算を扱うため,以降 V を有限次元ベクトル空間とする.

それでは内積空間の定義に移る.

定義 4 (内積空間). (p1)-(p8)の性質を満たす演算

∀ |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ V → 〈ψ|ϕ〉 ∈ K (76)

を持つベクトル空間を内積空間と呼ぶ.

(p1) ∀ |ψ〉 ∈ V 〈ψ|ψ〉 ≥ 0 (等号成立は |ψ〉 = 0)

(p2) ∀ |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ V 〈ψ|ϕ〉 = 〈ϕ|ψ〉 (aは aの複素共役)

(p3) ∀ |ψ〉 , |ϕ〉 , |ξ〉 ∈ V, a, b ∈ K 〈ψ|aϕ+ bξ〉 = a 〈ψ|ϕ〉 + b 〈ψ|ξ〉

内積に関連した用語をここで定義する.

• 2つのベクトル |ψ〉 , |ϕ〉が直交する
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|ψ〉 , |ϕ〉が 〈ψ|ϕ〉 = 0を満たす.

• 内積空間 V のノルム ||ψ||
ノルムはベクトルの大きさを表し, 内積を用いることで自然に ||ψ|| :=

√
〈ψ|ψ〉 と定めることがで

きる.

• ベクトル |ψ〉の規格化
零ベクトルでない ∀ |ψ〉に対し単位ベクトル ˜|ψ〉 := |ψ〉 /||ψ||を求める操作. 正規化とも呼ばれる.

• 正規直交系
互いに直交する単位ベクトルの集合 {|ψi〉}ni=1

• 正規直交基底
基底となる正規直交系.

• ベクトルの列 (|ψn〉)n ∈ Nが Cauchy列 (|ψn〉)n ∈ Nが n,m→ ∞で ||ψn − ψm|| → 0を満たす
• ベクトルの列 (|ψn〉)n ∈ Nが収束列
∃ |ψ〉 ∈ V s.t.||ψ − ψn|| → 0

• 内積空間 V が完備
V の任意の Cauchy列が収束列となる.

それでは Hilbert空間の定義を行う.

定義 5 (Hilbert空間). 完備な内積空間を Hilbert空間という.

ここでテンソル積 Hilbert空間についても定義を行う.

定義 6 (テンソル積 Hilbert 空間). H1,H2 を d1, d2 次元 Hilbert 空間とする. H1,H2 のテンソル積
Hilbert空間 H12 は以下の性質を満たすテンソル積演算 (|ψ〉 , |ϕ〉) ∈ H1 ×H2 7→ |ψ〉 ⊗ |ψ〉 ∈ H12 が定義
されている d1d2 次元の Hilbert空間である.

(i) ∀ |ψ1〉 , |ψ2〉 , |ψ〉 ∈ H1, |ϕ1〉 , |ϕ2〉 , |ϕ〉 ∈ H2, a, b ∈ Kに対し

(a |ψ1〉 + b |ψ2〉) ⊗ |ϕ〉 = a(|ψ1〉 ⊗ |ϕ〉) + b(|ψ2〉 ⊗ |ϕ〉)
|ψ〉 ⊗ (a |ϕ1〉 + b |ϕ2〉) = a(|ψ〉 ⊗ |ϕ1〉) + b(|ψ〉 ⊗ |ϕ2〉)

(ii) ∀ |ψ1〉 , |ψ2〉 ∈ H1, |ϕ1〉 , |ϕ2〉 ∈ H2 に対し

〈ψ1 ⊗ ψ2|ϕ1 ⊗ ϕ2〉 = 〈ψ1|ψ2〉 〈ϕ1|ϕ2〉 (77)

ベクトル空間の元へ作用する写像として線形演算子を定義する. 以降 V1, V2 を d1, d2 次元のベクトル空
間,H,Kを d1, d2 次元の Hilbert空間として説明を行う.

定義 7 (線形演算子). 次を満たすような写像 A : V1 → V2 を線形演算子と呼ぶ.

A(a |ψ〉 + b |ϕ〉) = aA(|ψ〉) + bA(|ϕ〉) (∀ |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ V1, a, b ∈ K) (78)

線形演算子 Aのベクトル |ψ〉への作用 A(|ψ〉)は A |ψ〉 , |Aψ〉とも書かれる. また V1 から V2 への線形演
算子の集合を L(V1, V2),特に V1 = V2 の時は L(V1)と記す.
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定義 8 (固有値と固有ベクトル). H上の線形演算子 Aが a ∈ Cと |ψ〉 6= 0に対し

A |ψ〉 = a |ψ〉 (79)

を満たす時, aを Aの固有値, |ψ〉を Aの固有ベクトル, Ea := {|ψ〉 |A |ψ〉 = a |ψ〉}を固有空間と呼ぶ.

以降は線形演算子 Aの固有値の集合を σ(A)と書く.

Hilbert空間内で用いられる計算としてトレース Tr とテンソル積 ⊗ がある.

定義 9 (トレース). 正規直交基底 {|ϕi〉}di=1 を用いて A ∈ L(H)のトレース Trは次で定義される.

Tr(A) :=

d∑
i=1

〈ϕi|Aϕi〉 (80)

定義 10 (線形演算子のテンソル積). 線形演算子 A ∈ L(H1), B ∈ L(H2)に対してテンソル積 Hilbert空間
H1 ⊗H2 上の線形演算子 A⊗B を

A⊗B(|ψ〉 ⊗ |ϕ〉) := (A |ψ〉) ⊗ (B |ϕ〉) (∀ |ψ〉 ∈ H1, |ψ〉 ∈ H1) (81)

により定義する.

以上を用いると, 注目する系 (対象系)S とその他の部分系 (環境系)E からなる全体系 S + E における状態
ρSE が与えられた時の部分系 S における状態 ρS を考えることができる. ここで ρS の定義にあたり用いら
れる部分トレースを次のように定義する.

定義 11 (部分トレース). 対象系 S と環境系 E から構成される系がある時, 環境系 E 上の部分トレース
とは

C =
∑
j

Aj ⊗Bj ∈ L(HSE) → TrEC :=
∑
j

(TrSBj)Aj ∈ L(HS) (82)

と定められる L(HSE)から L(HS)への写像である. ただし C はHSE 上の任意の演算子である.

全体系 S + E の状態が ρSE で与えられる時, 部分系の状態 ρS は部分トレースを用いて ρS := TrEρSE と
定義される. 部分系の状態は縮約状態, ρS は縮約密度演算子と呼ばれる.

続いて重要な線形演算子を紹介する.

• 単位演算子
演算子 Aが ∀ |ψ〉 ∈ V1 に対し A |ψ〉 = |ψ〉である時 Aは V1 上の単位演算子であるという. この演算
子の表記として IV1

もしくは I がしばしば用いられる.

• 逆演算子
A ∈ L(V1, V2), B ∈ L(V2, V1)に対し

AB = IV2
, BA = IV1

(83)

を満たす B を Aの逆演算子と呼び B = A−1 と記される.

• 随伴演算子
A ∈ L(H,K)に対し

〈ϕ|Aψ〉 = 〈Bϕ|ψ〉 (∀ |ψ〉 ∈ H, |ϕ〉 ∈ K) (84)
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を満たす演算子 B ∈ L(K,H)を Aの随伴演算子と呼び B = A† と記す.

• 正規演算子
A ∈ L(H)が AA† = A†Aを満たす時 Aは正規演算子であるという.

• 正値演算子
A ∈ L(H)が ∀ |ψ〉 ∈ Hに対し

〈ψ|Aψ〉 ≥ 0 (85)

を満たす時 Aは正値演算子であるといい A ≥ 0と記す.

• エルミート演算子
A = A† を満たす A ∈ L(H)をエルミート演算子と呼ぶ.

• 射影演算子
P 2 = P = P † を満たす P ∈ L(H)を射影演算子と呼ぶ. 特に線形演算子 Aの固有空間 Ea 上への射
影演算子を, 固有値 aの固有射影演算子 Pa と呼ぶ.

• ユニタリー演算子
U ∈ L(H,K)が

UU † = IK, U
†U = IH (86)

を満たす時 U をユニタリー演算子と呼ぶ.

• 密度演算子
ρ ∈ L(H)に対し
(i) ρ ≥ 0

(ii) Trρ = 1

を満たす時 ρを密度演算子と呼ぶ.

重要な定理についても確認する.

定理 2 (スペクトル分解定理). 任意の正規演算子 Aは, 固有値 aと固有射影演算子 Pa を用いて

A =
∑
a∈σA

aPa (87)

と書ける. これを Aのスペクトル分解と呼ぶ.

定理 3 (Schmidt の分解定理). Hilbert 空間 H1, H2 の次元を d1, d2 とし, {|ϕi〉d1

i=1}, {|ξi〉
d2

i=1} をそれ
ぞれの正規直交基底とする. この時, 任意の合成状態 |ψ〉 ∈ H1 ⊗ H2 に対し, pi > 0 (i = 1, 2, · · · , l ≤
min[d1, d2])とH1,H2 の正規直交系 {|ζi〉}li=1, {|ηi〉}li=1 が存在して

|ψ〉 =

l∑
i=1

√
pi |ζi〉 ⊗ |ηi〉 (88)

と書くことができる. これを Schmidt分解という. piを Schmidt係数, lを Schmidt階数と呼び∑l
i=1 pi =

1を満たす.

スペクトル分解を用いて演算子の関数は次のように定義される.
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定理 4 (演算子の関数). 固有値 {ai}, 対応する固有射影演算子 {Ei}を用いて A =
∑

i aiEi とスペクトル
分解されるエルミート演算子 Aに対し, エルミート演算子 f(A)は

f(A) :=
∑
i

f(ai)Ei (89)

と定義される. ただし f は全ての {ai}を定義域に含むような実数値関数である.

また情報は量子状態によって表され,密度演算子が対応する. 量子状態 ρには混合状態と純粋状態の 2種類
の状態が存在し,純粋度という次の指標により区別される.

ρが純粋状態 def≡ 純粋度 Tr(ρ2) = 1 (90)

ρが混合状態 def≡ 純粋度 Tr(ρ2) ≤ 1 (91)

特に純粋状態については単位ベクトルで表すことができる. ベクトル |ψρ〉と密度演算子 ρは次式のように対
応する.

ρ = |ψρ〉 〈ψρ| (92)

そして量子コンピュータ上の計算は多くの場合ユニタリー演算子が作用することで実行される.
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