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概要

量子コンピュータは, 従来のコンピュータでは解くことが難しいとされていた複雑な問題を解きうる可能性
を秘めている. さらに, 量子技術の急速な発展により, 量子コンピュータは現実のものとなりつつある. しか
し, 現状の量子コンピュータは, 量子ビットの数や精度良く計算可能な量子回路の深さに制約があり, 複雑な問
題を完全に解くのは難しい. 変分量子アルゴリズムは, こうした制約の下でも機能すると期待されている代表
的な量子アルゴリズムで, 量子化学, 組合せ最適化問題, 物理系シミュレーション, 機械学習といった様々な分
野への応用が提案されている. 変分量子アルゴリズムの特徴は, 数理最適化問題の解の候補を量子回路上の量
子状態として表現し, 従来のコンピュータを用いてその最適解を探索する点にある.

物理系シミュレーションは, 量子コンピュータの応用例の一つとして期待されている. しかし, 現状の量子コ
ンピュータの制約上, 単純な手法による物理系の長時間発展シミュレーションは困難である. そこで, 本論文で
は Restarted Quantum Dynamicsという変分量子アルゴリズムを用いることで, サイズの小さな系の長時間
発展シミュレーションを現状の量子コンピュータ上で実現した. 物理系としては, 空間格子上の 1 + 1次元量
子電磁力学に対応する格子シュウィンガーモデルというモデルを例にとった. そして, 同アルゴリズムが従来
のコンピュータ上でシミュレーションできないほどサイズの大きな系に対して効率的に実行可能か否かは, 格
子シュウィンガーモデルの初期状態の電荷に依存しうることを解析的に導いた.

本論文では, さらに, 広いクラスの変分量子アルゴリズムに対して, 解の候補の空間を作り出す量子回路の表
現能力が豊かになるほど, 効率的に最適解を見つけることが難しくなることを示唆する解析的な結果を得た.

また, その解析的な結果が, 量子コンピュータのシミュレータを用いた数値計算の結果と矛盾しないことを確
かめた.
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第 1章

序論

1.1 研究背景
ショアの素因数分解アルゴリズム [1]が示唆するように, 量子コンピュータは従来のコンピュータに比べ, 優
れた計算能力を持つと期待されている. 本論文では, 量子回路モデルと呼ばれる量子計算について述べる. 量
子回路モデルは主に, 量子ビット, 量子ゲート, 測定から成る. 量子論の言葉で言えば, n量子ビットとは n個
の 2準位系の合成系であり, その合成系に作用するユニタリ演算子を量子ゲートという. 量子回路では, 量子
ビットに適当なユニタリ演算子を繰り返し作用させた後に, 量子ビットを測定することで, 計算結果を得る. こ
のように, 量子コンピュータは量子状態を情報単位として計算を行うという, 従来のコンピュータと異なる計
算方法を実現する. 従来のコンピュータのことを, 量子コンピュータと区別して古典コンピュータともいう.

実際の量子コンピュータは, 周囲からの雑音の影響を受けてしまい, 誤り訂正機能 [2]なしで正確な計算を行
うことはできない. しかしながら, 誤り訂正機能を備えた量子コンピュータの実現にはまだ数十年かかるとさ
れている [3]. 一方で, 誤り訂正機能を持たない数十量子ビットの量子コンピュータは既にクラウド上で利用可
能である [4]. このような誤り訂正機能を持たない数十から数百量子ビットを持つ量子コンピュータは, NISQ

(Noisy Initermediate-Scale Quantum) デバイスと呼ばれる [5].

NISQデバイスは, 量子ビットの数や精度良く計算可能な量子ゲートの深さが限られている. 量子ビットの
数が限られていることは, 計算に多くのメモリを要するアルゴリズムを実行できないことを意味し, 量子ゲー
トの深さが限られていることは, 計算に長時間を要するアルゴリズムを実行できないことを意味する. こうし
た制約の下で, 今後数十年の NISQ時代に, 量子コンピュータを使ってどのようなことができるのかを議論す
ることは, 学術的のみならず産業的, 社会的にも重要である.

ファインマンは Simulating physics with computers という講演の最後に, “And I’m not happy with all

the analyses that go with just the classical theory, because nature isn’t classical, dammit, and if you want

to make a simulation of nature, you’d better make it quantum mechanical, and by golly it’s a wonderful

problem, because it doesn’t look so easy.” と述べた [6]. NISQ デバイスがクラウド上で誰でも使用できる
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ようになった今, ファインマンの言葉に対する自然な問として, NISQデバイスを用いて量子系の時間発展シ
ミュレーションが可能なのかという問が生まれるだろう. 最も基本的な量子コンピュータ上での量子系の時間
発展シミュレーションでは, トロッター分解を用いる [7, 8, 9, 10]. トロッター分解では, 系の時間発展演算子
を量子ゲートとして近似的に実現するが, シミュレーション時間に比例して必要な量子ゲートが増えてしまう.

このような手法では, 計算可能な量子ゲートの深さが限られた NISQ デバイス上での長時間発展シミュレー
ションは困難である. こうした問題を解決すべく, Restarted Quantum Dynamics (RQD)と呼ばれるアルゴ
リズムが提案された [11]. RQDでは, 系の時間発展演算子を NISQデバイス上で実現可能な深さの量子ゲー
トに近似する. こうして, NISQデバイス上での長時間発展シミュレーションが可能になる.

RQDは, 変分量子アルゴリズム [12]と呼ばれる, より一般的な枠組みとして捉えることができる. 変分量子
アルゴリズムは, NISQデバイスを用いた最も代表的なアルゴリズムの一つで, 数理最適化問題つまり関数の
最小化問題を NISQデバイスと古典コンピュータをハイブリッドに用いて解く. 最小化すべき関数をコスト関
数 C (γ) と呼び, コスト関数はパラメータ γ をもつ量子ゲートの計算結果として定義される. パラメータ付
きの量子ゲートのことをアンザッツという. 変分量子アルゴリズムの特徴は, 量子コンピュータ上で評価した
コスト関数の値やその勾配の情報をもとに, 古典コンピュータを用いてパラメータ更新を行うことで, コスト
関数の最小点を探索する点にある. 変分量子アルゴリズムはその汎用さ故に, 量子化学 [13, 14], 組合せ最適
化 [15], 機械学習 [16, 17], 実時間発展シミュレーション [18, 19, 20], 虚時間発展シミュレーション [21], 深い
量子ゲートの浅いゲートへの近似 [22, 23, 24]といった幅広い分野への応用が提案されている.

しかしながら, 変分量子アルゴリズムの中には, バレンプラトーと呼ばれる大きな問題を引き起こすアルゴ
リズムがあることが分かってきた [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]. バレンプラトーとは, 変分量子アルゴリズ
ムに用いる NISQデバイスの量子ビットの数に対して, 指数的にコスト関数の勾配が消失してしまう問題であ
る. これは, コスト関数の最適化には, 量子ビットの数に対して指数的に多くの物理量の測定が必要であること
を意味している [33, 34]. つまり, バレンプラトーが生ずる変分量子アルゴリズムは, 問題サイズすなわち用い
る量子ビットの数が十分大きいとき, 効率的に実行できない可能性がある.

1.2 本論文の目的と貢献
本論文の目的は 2点ある. 1点目は, NISQデバイスの制約を超えた長時間の時間発展シミュレーションを,

実際の量子コンピュータ上で実現することである. 2点目は, 変分量子アルゴリズムのコスト関数の一般的な
性質を理解し, バレンプラトーが起こる原因を明らかにすることである.

以下では, これらの目的それぞれに対して, 本論文が達成したことについてまとめておく.
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1.2.1 NISQデバイスの制約を超えた長時間発展シミュレーション

量子コンピュータは, 古典コンピュータ上で表現できないほどにサイズの大きな系のシミュレーションを可
能にしうる. しかし, 現状の NISQデバイスの制約上, トロッター分解による長時間発展シミュレーションは
困難である. この問題を解決しうる変分量子アルゴリズムが RQDであった. RQDでは, 物理系の時間発展演
算子に対応する量子ゲートと NISQ デバイス上で計算可能な浅いアンザッツとの差をコスト関数として表現
する. そして, コスト関数を最小化することで, 時間発展演算子に対応する量子ゲートを浅い量子ゲートに近似
する.

本論文では, 物理系として, 高エネルギー物理のための量子アルゴリズムのトイモデルとしてよく用いられ
る格子シュウィンガーモデル [35]を例にとった. そして, RQDによって, サイズの小さな系に対して, NISQ

デバイスの制約を超えた長時間発展シミュレーションを実際の量子コンピュータ上で実現した. この実現のた
めに, 次の 2点を工夫した. 第 1に, 系の時間発展演算子に対応する量子ゲートを, 格子シュウィンガーモデル
の電荷保存則を必ず満たすような粒子数保存アンザッツ [36]と呼ばれるアンザッツに近似をした. 系の対称性
を満たすように近似量子ゲートを設計することで, NISQデバイスの雑音の影響を緩和できることが, 数値計
算によって確かめられている [11]. 第 2に, 時間発展演算子に対応する量子ゲートと粒子数保存アンザッツと
の差を表現するコスト関数の最小化には, 雑音に対して剛健な逐次最小化アルゴリズム [37]を用いた. 逐次最
小化アルゴリズムの雑音に対する剛健性は, 本論文によって初めて示された.

本論文では, さらに, サイズの大きな系に対して, 同様のアルゴリズムが効率的に実行可能か否かを明らか
にした. そのために, 同アルゴリズムで最小化したコスト関数の解析的な性質を詳細に調べた. 粒子数保存ア
ンザッツを用いた変分量子アルゴリズムのコスト関数の解析は, 本論文によって初めて為された. この解析に
よって, 格子シュウィンガーモデルの初期状態の電荷の固有空間の次元が大きくなるほど, コスト関数の平坦
な領域が増大しうることが分かった. そして, 初期状態の電荷によっては, コスト関数がバレンプラトーを示す
こと, つまり同アルゴリズムが効率的に実行可能でないことを明らかにした.

1.2.2 変分量子アルゴリズムのコスト関数の一般的な性質

変分量子アルゴリズムの実現において, コスト関数の最適化に要する計算量がボトルネックとなる [12]. し
たがって, 変分量子アルゴリズムのスケラービリティの理解のためには, コスト関数の性質を理解することが
重要である.

従来の研究では, アンザッツの具体的な構造に依存したコスト関数の性質が詳しく調べられてきた. 例えば,

Random Parametrized Quantum Circuit (RPQC) や Hamiltonian Variational Ansatz (HVA) と呼ばれる
クラスのアンザッツを用いたコスト関数の性質はすでに詳しく知られている [25, 38, 39]. 例えば, これらのク
ラスのアンザッツを用いた変分量子アルゴリズムに対して, アンザッツの豊かな表現能力がコスト関数の平坦
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な領域を増大させうることが知られている. しかしながら, 全てのアンザッツが RPQC や HVA といったク
ラスに属する訳ではない. 実際, 粒子数保存アンザッツはいずれのクラスにも属さない.

そこで, 本論文では, アンザッツの具体的な構造に依存しないコスト関数の一般的な性質を調べた. コスト関
数の勾配がある一定以上大きくなる領域の面積をアンザッツの表現能力を定量化する表現力 [39]という量と
関係づけた. すると, アンザッツの豊かな表現能力が, コスト関数の平坦な領域を増大させうることが分かっ
た. つまり, 従来 RPQC や HVA といった具体的なクラスのアンザッツを用いた場合に成り立つとされてい
た性質が, アンザッツの構造に依存せず成り立つ普遍的な性質であることを明らかにした.

1.3 本論文の構成
第 2 章では, 量子コンピュータの計算原理の理解に必要な有限次元の量子論について述べる. 第 3 章では,

量子回路と呼ばれる量子コンピュータの計算モデルについて述べる. 第 4章では, 変分量子アルゴリズムにつ
いて述べる. 第 5章では, NISQ デバイスの制約を超えた長時間発展シミュレーションについて述べる. 第 6

章では, 変分量子アルゴリズムのコスト関数の一般的な性質について述べる. 第 7章では, 本論文についてま
とめる.

付録 A, B, C, Dには, 本論文をより正確に理解をする上で必要な概念や公式をまとめた. 付録 E, F, G, H

にはそれぞれ, 第 3, 4, 5, 6章に登場する式や定理の導出の過程を記した.
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第 2章

有限次元の量子論

本章では, 有限次元の量子論の基礎について簡単に述べる. 特に断らない限り, 線型空間の次元は有限である
とする.

本章の構成は以下の通りである. 2.1では, 量子論を記述するのに必要な言葉の準備を行うとともに, 本論文
で用いる記法を定める. 2.2では, 量子論の出発点となる公理について述べる. 2.3では, 密度演算子という演
算子が量子系の状態を記述することを述べる. 2.4では, CPTP写像という線型写像が量子系の時間発展を記
述することを述べる. 2.5では, POVMという演算子の集合が量子系の測定を記述することを述べる.

2.1 準備
量子論の議論に必要な言葉をまとめる. Kを Cまたは Rとする.

2.1.1 線型空間

構造を持たない集合の中に加法とスカラー倍という演算を取り入れる.

定義 2.1 (線型空間 [40]) 空でない集合 V が以下の 2つの条件を満たすとき, V は K上線型空間であるとい
う. 特に, C上線型空間を複素線型空間, R上線型空間を実線型空間という.

(1) V の任意の 2つの元 |ψ〉, |ϕ〉に対して, |ψ〉 + |ϕ〉と書かれる V の元を対応させる, 加法と呼ばれる演
算が存在して, 以下を満たす.

• 任意の |ψ〉 , |ϕ〉 , |ξ〉 ∈ V に対して, (|ψ〉+ |ϕ〉) + |ξ〉 = |ψ〉+ (|ϕ〉+ |ξ〉)が成立.

• 任意の |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ V に対して, |ψ〉+ |ϕ〉 = |ϕ〉+ |ψ〉が成立.

• 零元と呼ばれる |θ〉 ∈ V が存在して, 任意の |ψ〉 ∈ V に対して, |ψ〉+ |θ〉 = |ψ〉が成立.

• 任意の |ψ〉 ∈ V に対して, |ψ〉 の逆元と呼ばれる − |ψ〉 ∈ V が存在して, |ψ〉 + (− |ψ〉) = |θ〉 が
成立.
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(2) Kの任意の元 cと V の任意の元 |ψ〉に対して, c |ψ〉と書かれる V の元を対応させる, スカラー倍と呼
ばれる演算が存在して, 以下を満たす.

• 任意の a, b ∈ K, 任意の |ψ〉 ∈ V に対して, (a+ b) |ψ〉 = a |ψ〉+ b |ψ〉が成立.

• 任意の a ∈ K, 任意の |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ V に対して, a (|ψ〉+ |ϕ〉) = a |ψ〉+ a |ϕ〉が成立.

• 任意の a, b ∈ K, 任意の |ψ〉 ∈ V に対して, (ab) |ψ〉 = a (b |ψ〉)が成立.

• 任意の |ψ〉 ∈ V に対して, 1 |ψ〉 = |ψ〉が成立.

線型空間を特徴付ける線型空間の元の集合を定義する.

定義 2.2 (基底 [40]) K上線型空間 V の元の集合 {|ei〉}ni=1 が以下の 2条件を満たすとき, {|ei〉}ni=1 を V の
基底といい, V は n次元であるという. V の次元を dimV と書く.

(1) |e1〉 , |e2〉 , . . . , |en〉は線型独立である.

(2) V の任意の元が, |e1〉 , |e2〉 , . . . , |en〉の K上の線型結合で表せる.

2.1.2 内積空間

線型空間の中に, 長さや角度の概念に対応する内積という演算を取り入れる.

定義 2.3 (内積空間 [40]) K上線型空間 V の任意の 2つの元 |ψ〉, |ϕ〉に対して, (|ψ〉 , |ϕ〉)と書かれる Kの
元を対応させる内積と呼ばれる演算が存在するときに, V を内積空間という. ここで, 内積とは次の 3条件

(1) 任意の |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ V に対して, (|ψ〉 , |ϕ〉)∗ = (|ϕ〉 , |ψ〉)が成立.

(2) 任意の a, b ∈ K, 任意の |ψ〉 , |ϕ〉 , |ξ〉 ∈ V に対して, (|ψ〉 , a |ϕ〉+ b |ξ〉) = a (|ψ〉 , |ϕ〉) + b (|ψ〉 , |ξ〉)が
成立.

(3) 任意の |ψ〉 ∈ V に対して, (|ψ〉 , |ψ〉) ≥ 0が成立し, 等号は |ψ〉が V の零元のときにのみ成立.

を満たす演算のことである. 特に, C上内積空間を複素内積空間, R上内積空間を実内積空間という.

量子論では, 内積 (|ψ〉 , |ϕ〉)を 〈ψ|ϕ〉と表記することが多い. 内積空間 V のベクトル |ψ〉, |ϕ〉が 〈ψ|ϕ〉 = 0

を満たすとき, |ψ〉, |ϕ〉は直交するという. また, 内積空間 V には自然なノルム ‖|ψ〉‖ :=
√
〈ψ|ψ〉が定義でき

る. ノルムが 1のベクトルを単位ベクトルという.

内積空間の互いに直交する単位ベクトルから成る基底を正規直交基底という.

定義 2.4 (正規直交基底 [40]) K上内積空間 V の基底 {|ei〉}dimV
i=1 が,

〈ei|ej〉 = δij (i, j = 1, 2, . . . , dimV ) (2.1)

を満たすとき, {|ei〉}dimV
i=1 は V の正規直交基底であるという.
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2.1.3 凸集合とアフィン写像

実線型空間の部分集合のうち, 凹みのないような凸集合と呼ばれる集合を定義する.

定義 2.5 (凸集合 [40]) 実線型空間 V の部分集合W が, 任意の w1, w2 ∈W と p ∈ [0, 1]に対して,

pw1 + (1− p)w2 ∈W (2.2)

を満たすとき, W を凸集合という.

凸集合から凸集合への写像のうち, 線型性のような性質を満たすアフィン写像と呼ばれる写像を定義する.

定義 2.6 (アフィン写像 [40]) V , W を凸集合とする. 写像 f : V → W が, 任意の v1, v2 ∈ V と p ∈ [0, 1]

に対して,

f (pv1 + (1− p) v2) = pf (v1) + (1− p) f (v2) (2.3)

を満たすとき, f をアフィン写像という.

2.1.4 線型写像

線型空間から線型空間への写像として, 線型写像を定義する.

定義 2.7 (線型写像 [40]) V , V ′ は K上線型空間とする. 写像 f : V → V ′ が,

(1) 任意の |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ V に対して, f (|ψ〉+ |ϕ〉) = f (|ψ〉) + f (|ϕ〉).

(2) 任意の c ∈ K, 任意の |ψ〉 ∈ V に対して, f (c |ψ〉) = cf (|ψ〉).

を満たすとき, f は K上の線型写像や線型演算子であるという.

以下, V から V ′ への線型写像全体の集合を L (V, V ′)と書く. 特に, V = V ′ のとき L (V, V )を単に L (V )

と書く. また, H,H1,H2 は複素内積空間とする.

L (H)の線型演算子を特徴付ける固有値とトレースという量を定義する.

定義 2.8 (固有値 [40]) A ∈ L (H)がある a ∈ Cと零元でない |ψ〉 ∈ Hに対して,

A |ψ〉 = a |ψ〉 (2.4)

を満たすとき, a を A の固有値といい, |ψ〉 を固有値 a の固有ベクトルという. また, Ea :=

{|ψ〉 ∈ H | A |ψ〉 = a |ψ〉} を固有値 a の固有空間という. さらに, A の固有値全体の集合を σ (A) と
書く.
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定義 2.9 (トレース [40]) Hの正規直交基底 {|ei〉}dimH
i=1 とする. H上のトレース Tr: L (H)→ Cを,

TrA =

dimH∑
i=1

〈ei|A|ei〉 (2.5)

で定義する. ここで, TrAは正規直交基底の選び方に依らない.

恒等演算子, 随伴演算子, 正規演算子と呼ばれる線型演算子を定義する.

定義 2.10 (恒等演算子 [40]) A ∈ L (H)が任意の |ψ〉 ∈ Hに対して A |ψ〉 = |ψ〉を満たすとき, Aを恒等演
算子といい, I や IH と書く.

定義 2.11 (随伴演算子 [40]) A ∈ L (H1,H2)とする. このとき, 任意の |ψ〉 ∈ H1, |ϕ〉 ∈ H2 に対して,

(|ϕ〉 , A |ψ〉) = (B |ϕ〉 , |ψ〉) (2.6)

を満たす B ∈ L (H2,H1)を Aの随伴演算子といい, A† と書く.

定義 2.12 (正規演算子 [40]) A ∈ L (H)が AA† = A†Aを満たすとき, Aを正規演算子という.

正規演算子は, スペクトル分解と呼ばれる分解が可能である.

定理 2.13 (スペクトル分解 [40]) 任意の正規演算子 A ∈ L (H)は,

A =
∑

a∈σ(A)

aPa (2.7)

のように表せる. ここで, σ (A)は Aの固有値全体の集合, Pa は Aの固有値 aの固有空間 Ea への射影演算子
で, PaP

′
a = δaa′Pa を満たす.

正規演算子のうち, 量子論において重要な役割を果たす演算子を定義しておく.

定義 2.14 (正規演算子の例 [40])

(1) A ∈ L (H)が任意の |ψ〉 ∈ Hに対して 〈ψ|A|ψ〉 ≥ 0を満たすとき, Aを正値演算子といい, A ≥ 0と書
く. また, A,B ∈ L (H)に対して, A−B が正値演算子であるとき, A ≥ B と書く.

(2) A ∈ L (H)が AA† = IH を満たすとき, Aをユニタリ演算子という.

(3) A ∈ L (H)が A = A† を満たすとき, Aをエルミート演算子という.

(4) P ∈ L (H)が P 2 = P = P † を満たすとき, P を射影演算子という.

線型写像全体の集合 L (V, V ′)に自然な加法とスカラー倍の演算を考えることで, L (V, V ′)も線型空間をな
す. したがって, 線型写像全体の集合から線型写像全体の集合への線型写像が定義できる. そのうち量子論の
記述に重要な役割を果たすものを定義しておく.
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定義 2.15 (正写像, n-正写像, CP写像, CPTP写像 [40]) E : L (H1)→ L (H2)を線型写像とする.

(1) E が正値演算子を正値演算子に写すとき, E を正写像という.

(2) In を L (Cn)上の恒等写像として, E ⊗ In : L (H1)⊗L (Cn)→ L (H2)⊗L (Cn)が正写像であるとき,

E は n-正写像という.

(3) E が任意の n ∈ Nに対して n-正写像であるとき, E は CP写像であるという. 特にトレースを保存する
CP写像を CPTP写像という.

次の定理で述べるように, CPTP 写像には Kraus 表現と呼ばれる記述の方法が知られており, 量子コン
ピュータ上の雑音の記述等に用いられる.

定理 2.16 (Kraus表現 [40]) 線型写像 E : L (H1)→ L (H2)に対して, 以下は同値.

(1) E が CPTP写像である.

(2)
∑l

k=1 V
†
k Vk = IH1

を満たす l ≤ dimH1 dimH2 個の線型演算子 Vk : H1 → H2 (k = 1, 2, . . . , l) が
あって, 任意の A ∈ L (H1)に対して,

E (A) =

l∑
k=1

VkAV
†
k (2.8)

と表せる. 各 Vk : H1 → H2 のことを Kraus演算子と呼ぶ.

2.1.5 テンソル積

2つの線型空間を用いて, テンソル積空間と呼ばれる新たな線型空間を作り出す.

定義 2.17 (テンソル積空間 [41]) V1, V2, V を K上線型空間とする. 写像 F : V1 × V2 → V が次の 2つの条
件を満たすとする.

(1) 任意の |ψ1〉 , |ψ2〉 ∈ V1, |ϕ1〉 , |ϕ2〉 ∈ V2, a, b ∈ Kに対して,

F (a |ψ1〉+ b |ψ2〉 , |ϕ1〉) = aF (|ψ1〉 , |ϕ1〉) + bF (|ψ2〉 , |ϕ1〉) (2.9)

F (|ψ1〉 , a |ϕ1〉+ b |ϕ2〉) = aF (|ψ1〉 , |ϕ1〉) + bF (|ψ1〉 , |ϕ2〉) (2.10)

(2) V1 の基底 {|ei〉}dimV1

i=1 , V2 の基底 {|fi〉}dimV2

i=1 に対して, {F (|ei〉 , |fj〉)}i=1,2,...,dimV1; j=1,2,...,dimV2
が

V の基底.

このとき, V を V1, V2 のテンソル積空間と呼び, V1 ⊗ V2 と書く. さらに, F (|ψ〉 , |ϕ〉)を |ψ〉 ⊗ |ϕ〉と書く.

定義 2.17と同様に, 3つ以上の線型空間からテンソル積空間を作り出すことができる. 例えば, 線型空間 V1,

V2, V3 から, テンソル積空間 V1 ⊗ V2 ⊗ V3 を作り出せる. 特に, n個の線型空間 V から作り出せるテンソル積
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空間を V ⊗n と書く.

次に, 2つの内積空間を用いて, 内積を備えたテンソル積空間を作り出す.

定義 2.18 (テンソル積ヒルベルト空間 [41]) H1, H2を複素内積空間とし, その基底をそれぞれ {|ei〉}dimH1

i=1 ,

{|fi〉}dimH2

i=1 とする. このとき, テンソル積空間 H1 ⊗H2 の内積を, |ψ〉 =
∑dimH1

i=1

∑dimH2

j=1 ψij |ei〉 ⊗ |fj〉,

|ϕ〉 =
∑dimH1

i=1

∑dimH2

j=1 ϕij |ei〉 ⊗ |fj〉に対して,

〈ψ|ϕ〉 :=

dimH1∑
i,k=1

dimH2∑
j,l=1

ψ∗
ijϕkl 〈ei|ek〉 〈fj |fl〉 (2.11)

で定義する. このような内積を定めたテンソル積空間をテンソル積ヒルベルト空間という.

定義 2.18と同様に, 3つ以上の複素内積空間からテンソル積ヒルベルト空間を作り出すことができる.

次に, 2つの線型空間上の線型演算子から, テンソル積空間上の線型演算子を作り出す.

定義 2.19 (線型演算子のテンソル積 [41]) V1, V2 を K 上線型空間とし, その基底をそれぞれ {|ei〉}dimV1

i=1 ,

{|fi〉}dimV2

i=1 とする. このとき, A ∈ L (V1), B ∈ L (V2) に対して, A ⊗ B ∈ L (V1 ⊗ V2) を, |ψ〉 =∑dimV1

i=1

∑dimV2

j=1 ψij |ei〉 ⊗ |fj〉に対して,

(A⊗B) |ψ〉 :=

dimV1∑
i=1

dimV2∑
j=1

ψijA |ei〉 ⊗B |fj〉 (2.12)

で定義する.

定義 2.19と同様に, 3つ以上の線型空間の線型演算子から, テンソル積空間上の線型演算子を作り出すこと
ができる.

テンソル積空間 H1 ⊗H2 上への線型演算子を, H1 上の線型演算子に変換する演算として, 部分トレースが
定義される.

定義 2.20 (部分トレース) H2 上の部分トレース TrH2
: L (H1 ⊗H2) → L (H1) を, X =

∑
j Aj ⊗ Bj ∈

L (H1 ⊗H2)に対して,

TrH2 X =
∑
j

Tr [Bj ]Aj (2.13)

で定義する. ここで, TrH2
X は X の分解の仕方に依らない.

2.2 有限次元の量子論の公理
有限次元の量子論の出発点となる公理系を述べる.

量子系の状態,物理量, 測定に関して次のような公理を課す.
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公理 2.21 ([40]) 有限次元の量子系は複素内積空間Hで表現され, 量子状態はH上の単位ベクトルで表現さ
れる. 物理量は, エルミート演算子 A ∈ L(H)で表現され, 測定値はその固有値で与えられる. 状態 |ψ〉 ∈ H
の下で, 物理量 A ∈ L(H)を測定するとき, 測定値が Aの固有値 a ∈ Rとなる確率 P (A = a| |ψ〉)は,

P (A = a| |ψ〉) = 〈ψ|Pa|ψ〉 (2.14)

で与えられ, 測定値の期待値は 〈ψ|A|ψ〉で与えられる. ここで, Pa ∈ L (H)は Aの固有値 aの固有空間への
射影演算子とした.

閉じた量子系の時間発展に関して次のような公理を課す.

公理 2.22 ([40]) 閉じた系の時間発展はユニタリ演算子で記述できる. つまり, 時刻 t1 における量子状態
|ψ(t1)〉と時刻 t2 における量子状態 |ψ(t2)〉との関係は, t1 と t2 だけに依存するユニタリ演算子 U を用いて

|ψ(t2)〉 = U |ψ(t1)〉 (2.15)

と関係づけられる.

量子系の合成系に関して次のような公理を課す.

公理 2.23 ([40]) 複素内積空間 H1, H2 によって表現される量子系 S1, S2 の合成系 S1 + S2 は, テン
ソル積ヒルベルト空間 H1 ⊗ H2 で表現される. S1 系の物理量 A1 ∈ L (H1) は, 合成系 S1 + S2 では
A1 ⊗ IH2

∈ L (H1 ⊗H2) で表現される. 同様に, S2 系の物理量 A2 ∈ L (H2) は, 合成系 S1 + S2 では
IH1 ⊗A2 ∈ L (H1 ⊗H2)で表現される.

2.3 量子系の状態の記述
量子状態の確率混合の操作と合成系から部分系を抽出する操作を許すことで, より一般的な量子状態を作り
出すことができる. 一般的な量子状態は, 以下に定義する密度演算子よって記述される.

定義 2.24 (密度演算子) ρ ∈ L (H)が ρ ≥ 0かつ Tr ρ = 1であるとき, ρを密度演算子という.

以下, 密度演算子全体の集合を S (H) := {ρ ∈ L (H) | ρ ≥ 0, Tr ρ = 1}と書く. S (H)は凸集合である.

確率 pi で状態 |ψi〉 ∈ Hを準備するという確率混合の操作によって得られた混合状態 sは,

ρ =
∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| (2.16)

と密度演算子 ρで記述できる. 実際, 混合状態 sに対して, 任意の物理量 A =
∑

a∈σ(A) aPa の測定をして, 測
定値 aを得る確率は,

P (A = a | ρ) =
∑
i

piP (A = a | |ψi〉) =
∑
i

pi 〈ψi|Pa|ψi〉 = Tr [ρPa] (2.17)
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となっている. つまり, 密度演算子さえわかれば, 任意の物理量に対する測定値の確率分布を得ることができ
る. したがって, 密度演算子には, 混合状態 sの全ての物理的な情報が含まれていることがわかる.

さらに, 確率 pi で密度演算子 ρi ∈ S (H)で記述される混合状態 si を準備するという確率混合の操作によっ
て得られた混合状態 sもまた

ρ =
∑
i

piρi (2.18)

と密度演算子 ρで記述でき, 混合状態 sに対して, 任意の物理量 A =
∑

a∈σ(A) aPa の測定をして, 測定値 aを
得る確率は,

P (A = a | ρ) =
∑
i

piP (A = a | ρi) =
∑
i

pi Tr [Paρi] = Tr [ρPa] (2.19)

となっている.

合成系 S + E から部分系 S の状態を抽出する操作によって得られる量子状態も密度演算子で記述できる.

合成系 S + E における量子状態を ρSE ∈ S (HS ⊗HE)とし, S の任意の物理量 Aの任意の固有値 aに対し
て, 量子状態 ρS ∈ S (HS)が

P (A = a | ρS) = P (A = a | ρSE) (2.20)

を満たすとき, ρS を合成系 S +E の部分系 S の量子状態という. ここで, P (A = a | ρS)は ρS に対して測定
をして測定値 aを得る確率, P (A = a | ρSE)は ρSE に対して測定をして測定値 aを得る確率とした. このと
き, 全体系 S + E の量子状態 ρSE ∈ S (HS ⊗HE)の部分系 S の状態は密度演算子 TrE ρSE ∈ S (HS)で記
述される [40].

こうして, 量子状態の確率混合の操作と合成系から部分系を抽出する操作を許すことで作り出された一般的
な量子状態は, 密度演算子で記述できることがわかった. そこで, 公理 2.21, 公理 2.22を, 密度演算子の言葉で
書き直しておく.

命題 2.25 量子系は複素内積空間 H で表現され, 量子状態は ρ ∈ S (H) で表現される. 物理量は, エルミー
ト演算子 A ∈ L(H) で表現され, 測定値はその固有値で与えられる. 量子状態 ρ ∈ S (H) の下で, 物理量
A ∈ L(H)を測定するとき, 測定値が Aの固有値 a ∈ Rとなる確率 P (A = a | ρ)は,

P (A = a | ρ) = Tr [ρPa] (2.21)

で与えられ, 測定値の期待値は Tr [ρA]で与えられる. ここで, Pa ∈ L (H)は Aの固有値 aの固有空間への射
影演算子とした.

命題 2.26 閉じた系の時間発展はユニタリ演算子で記述できる. つまり, 時刻 t1 における量子状態 ρ(t1)と時
刻 t2 における量子状態 ρ(t2)との関係は, t1 と t2 だけに依存するユニタリ演算子 U を用いて

ρ(t2) = Uρ(t1)U† (2.22)

と関係づけられる.
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さて, 2つの量子状態 ρ, σ ∈ S (H)の近さを定量化する指標として, 忠実度を定義する.

定義 2.27 (忠実度 [7]) ρ, σ ∈ S (H)に対して, 忠実度 F : S (H)× S (H)→ [0, 1]を,

F (ρ, σ) = Tr

[√√
ρσ
√
ρ

]
(2.23)

で定義する. 特に, ρ, σ が純粋状態で, ρ = |ψ〉 〈ψ|, σ = |ϕ〉 〈ϕ|であるならば, F (ρ, σ)を F (|ψ〉 , |ϕ〉)と書く.

純粋状態 |ψ〉, |ϕ〉に対しては,

F (|ψ〉 , |ϕ〉) = |〈ψ|ϕ〉| (2.24)

が成立する. したがって, |ψ〉と |ϕ〉が, 位相因子を除いて等しい時にのみ忠実度は 1になり, 直交している時
にのみ忠実度は 0になる. 一般に, 純粋状態同士の忠実度に限らず, F (ρ, σ) = 1であることと ρ = σ であるこ
とは同値である.

2.4 量子系の時間発展の記述
例えば, 量子コンピュータと外界との相互作用によって引き起こされる雑音は, 全体系で見ればユニタリ演
算子で記述できる. 一方で, 量子コンピュータの部分系から見ると, その雑音は必ずしもユニタリ演算子で記述
できるとは限らない. そこで, ここではより一般的な時間発展を記述する方法を述べる.

一般的な状態の時間変化は, 複素内積空間 HA で表現される量子系 Aの初期状態を複素内積空間 HB で表
現される量子系 B の終状態に移す写像として捉えるのが自然である. このような写像を時間発展写像と呼
ぶことにする. 時間発展写像は, S (HA) から S (HB) への写像であるから, TP 写像である. また, 時間発展
写像はアフィン性を備えるべきである. なぜなら, 確率 p, 1 − p で, 量子状態 ρ, σ ∈ S (HA) が混合した量
子状態 pρ + (1 − p)σ を, 時間発展写像 E で時間発展させて得られた状態 E (pρ+ (1− p)σ) と量子状態 ρ,

σ ∈ S (HA)を時間発展写像 E で時間発展させて得られた状態 E (ρ), E (σ)が確率 p, 1− pで混合した量子状
態 pE (ρ) + (1− p)E (σ) は同じ状態, つまり

E (pρ+ (1− p)σ) = pE (ρ) + (1− p)E (σ) (2.25)

が成立するべきであるからである. したがって, 時間発展写像 E : S (HA)→ S (HB) は TPかつアフィンな写
像であるべきといえる. ここで, 次の命題が成り立つ.

命題 2.28 ([40]) 写像 f : S (HA) → S (HB) はアフィン写像であるとする. このとき, 任意の ρ ∈ S (HA)

に対して, f̃ (ρ) = f (ρ) なる TPかつ正写像な線型写像 f̃ : L (HA)→ L (HB)が一意に定まる.

命題 2.28 は, TP かつアフィンな時間発展写像 E : S (HA) → S (HB) を, TP かつ正写像な線型写像
E : L (HA) → L (HB) と論じてよいこと意味している. 以後, 時間発展写像は, アフィン写像 E : S (HA) →

S (HB)ではなく, TPかつ正写像な線型写像 E : L (HA)→ L (HB)として議論を進める.
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時間発展写像は TPかつ正写像であるだけでなく, CP写像であるべきである. 理由は以下の通りである. 量
子系 A, B と相互作用しない複素内積空間 Cn で表現される n準位系 Cn があった場合に, A + Cn の状態を
B + Cn の状態へと写す時間発展写像 E ⊗ In : L (HA ⊗ Cn) → L (HB ⊗ Cn)を考える. このとき, 上述の議
論同様に, 任意の nに対して, 時間発展写像 E ⊗ In : L (HA ⊗ Cn)→ L (HB ⊗ Cn)は TPかつ正写像である
べきである. つまり, E : L (HA) → L (HB)は CP写像であるべきである. 以上より, 時間発展を記述する写
像は CPTP写像であるべきであると言えた.

ここまでで, 量子系の時間発展は少なくとも CPTP写像であるべきだということを述べた. 一方, CPTP写
像による時間発展が, 量子論の公理に矛盾することなく実現可能であるのかを議論しなければならない. しか
しながら, あらゆる CPTP写像による時間発展は, 命題 2.25で述べた量子系の状態, 物理量, 測定に関する公
理, 命題 2.26で述べた閉じた量子系の時間発展に関する公理, 公理 2.23で述べた合成系の公理に矛盾するこ
となく実現可能であることが知られている [40].

2.5 量子系の測定の記述
測定とは, 系の状態にある操作をすることで測定値を得ることと言えよう. ここでは, 測定によって得られる
測定値は, 離散確率分布に従うとする. このとき, 量子状態の測定M は, アフィン性を満たすべきである. つ
まり, 確率 p, 1− pで量子状態 ρ, σ ∈ S (H)が混合した量子状態 pρ+ (1− p)σ の下で測定値mを得る確率
P (M = m | pρ+ (1− p)σ)は,

P (M = m | pρ+ (1− p)σ) = pP (M = m | ρ) + (1− p)P (M = m | σ) (2.26)

を満たすべきである. 実は, 測定M がアフィン性を満たすことは, 測定M が POVM測定であることと同値
である [40]. ここで, POVM測定とは以下のように定義される.

定義 2.29 (POVM, POVM測定 [40])

(1) 線型演算子の集合 {Em : H → H}m∈M が POVMであるとは, 任意のm ∈ Mに対して Em ≥ 0かつ∑
m∈MEm = IH であることをいう. ここで, Mは有限集合とした.

(2) 量子系における測定M が POVM測定であるとは, 状態 ρ ∈ S (H)の下で, 測定値m ∈Mを得る確率
P (M = m | ρ)が, ある POVM {Em : H → H}m∈M を用いて, P (M = m | ρ) = Tr [Emρ]で与えら
れることをいう.

特に, 物理量 A =
∑

a∈σ(A) aPa の測定は, POVM {Pa}a∈σ(A) による POVM測定である.

ここまでで, 量子系の測定は少なくとも POVM測定であるべきだということを述べた. 一方, POVM測定
が, 量子論の公理に矛盾することなく実現可能であるのかを議論しなければならない. しかしながら, あらゆる
POVM測定は, 命題 2.25で述べた量子系の状態, 物理量, 測定に関する公理, 命題 2.26で述べた閉じた量子系
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の時間発展に関する公理, 公理 2.23で述べた合成系の公理に矛盾することなく実現可能であることが知られて
いる [40].
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第 3章

量子回路

本章では, 量子回路について述べる. 量子回路では, 量子ビットと呼ばれる情報の媒体に対して量子ゲートと
呼ばれる操作することで計算を行い, 測定によって計算結果を得る.

本章の構成は以下の通りである. 3.1, 3.2, 3.3では, 量子回路の構成要素である量子ビット, 量子ゲート, 測
定についてそれぞれ述べる. 3.4では, 量子コンピュータへの雑音のモデルの例を挙げる. 3.5では, 量子回路
による量子計算のための SDKである Qiskitについて述べる.

3.1 量子ビット
3.1.1 単一量子ビット

単一量子ビットとは複素内積空間 C2 で表現される量子系のことである. 単一量子ビットのある正規直交基
底を

{|0〉 , |1〉} (3.1)

とする. 内積は 〈i|j〉 = δij で定まっている. この基底のことを計算基底という. 単一量子ビットは, 量子回路
図上で

のように 1本の配線として描かれる.

3.1.2 多量子ビット

n量子ビットとは単一量子ビットを n個合成した量子系のことである. つまり, n量子ビットとはテンソル
積ヒルベルト空間 (C2)

⊗n で表現される量子系のことである. n量子ビットのある正規直交基底を{
|i0i1 . . . in−1〉 :=

n−1⊗
k=0

|ik〉 | ik ∈ {0, 1} , k = 0, 1, . . . , n− 1

}
(3.2)
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と書く. この基底のことを計算基底という. 添字 k に対応する複素内積空間 C2 を第 k 量子ビットという. 本
論文では, 量子ビットを意味する添字は 0オリジンとする. n量子ビットは, 量子回路図上で

...

のように n本の配線として描かれたり,

/

のように描かれたりする. 上の配線から順に, 第 0量子ビット, 第 1量子ビット, . . . と対応させる. また, 単一
量子ビットと区別せず 1本の配線でも描かれる. 特に断らない限り, n量子ビットの初期状態は |0〉⊗n とする.

3.2 量子ゲート
3.2.1 単一量子ゲート

単一量子ゲートとは, 単一量子ビットに作用するユニタリ演算子 U のことである. 公理 2.22より, 単一量子
ゲートとは単一量子ビットの時間発展を決定する演算子のことである. 単一量子ゲート U は, 量子回路図上で

U

のように描かれる. 量子回路図上で, 単一量子ビットの初期状態 |ψ0〉に対して量子ゲート U を作用させた結
果, 単一量子ビットの状態が |ψ1〉に変化したこと

|ψ1〉 = U |ψ0〉 (3.3)

を表現するとき,

|ψ0〉 U |ψ1〉

と描く.

量子計算の議論において重要な単一量子ゲートの例を以下に挙げる. 計算基底による行列表現を用いる.

例 3.1 (パウリ行列) パウリ行列 I, X, Y , Z はそれぞれ,

I := |0〉 〈0|+ |1〉 〈1| =

(
1 0

0 1

)
(3.4)
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X := |1〉 〈0|+ |0〉 〈1| =

(
0 1

1 0

)
(3.5)

Y := i |1〉 〈0| − i |0〉 〈1| =

(
0 −i
i 0

)
(3.6)

Z := |0〉 〈0| − |1〉 〈1| =

(
1 0

0 −1

)
(3.7)

と定義される. また, σ0 := I, σ1 = X, σ2 = Y , σ3 = Z とも書く.

例 3.2 (アダマールゲート, 位相ゲート, Tゲート) アダマールゲート H, 位相ゲート S, T ゲート T はそれ
ぞれ,

H :=
1√
2

(|0〉 〈0|+ |0〉 〈1|+ |1〉 〈0| − |1〉 〈1|) =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
(3.8)

S := |0〉 〈0|+ i |1〉 〈1| =

(
1 0

0 i

)
(3.9)

T := |0〉 〈0|+ ei
π
4 |1〉 〈1| =

(
1 0

0 ei
π
4

)
(3.10)

と定義される.

例 3.3 (回転ゲート) 回転ゲート RX , RY , RZ はそれぞれ,

RX(γ) := e−iγX/2 = cos
γ

2
I − i sin

γ

2
X =

 cos
γ

2
−i sin

γ

2

−i sin
γ

2
cos

γ

2

 (3.11)

RY (γ) := e−iγY/2 = cos
γ

2
I − i sin

γ

2
Y =

cos
γ

2
− sin

γ

2

sin
γ

2
cos

γ

2

 (3.12)

RZ(γ) := e−iγZ/2 = cos
γ

2
I − i sin

γ

2
Z =

e−iγ/2 0

0 eiγ/2

 (3.13)

と定義される.

3.2.2 多量子ビットゲート

多量子ビットゲートとは, n (≥ 2)量子ビットに作用するユニタリ演算子 U のことである. 多量子ビットに
作用する多量子ビットゲート U は, 量子回路図上で

/ U /

のように描かれる. nビットの初期状態 |ψ0〉に対して量子ゲート U を作用させた結果, nビットの状態が |ψ1〉

に変化したこと

|ψ1〉 = U |ψ0〉 (3.14)
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を表現するとき,

|ψ0〉 / U / |ψ1〉

と描く.

多量子ビットゲートでは, 単一量子ビットゲートにはない制御演算と呼ばれる演算が可能である. 制御演算
とは, 制御量子ビットの量子状態が |1〉であるときに限り, 標的量子ビットに対してユニタリ演算を作用させる
演算のことである. 量子計算の議論において重要な制御演算の例を以下に挙げる. 計算基底による行列表現を
用いる.

例 3.4 (CNOTゲート) 制御量子ビットを 1量子ビット, 標的量子ビットを 1量子ビットとする. 制御量子
ビットの量子状態が |1〉のときに限り, 標的量子ビットにX ゲートを作用させる演算を CNOTゲートという.

制御量子ビットが第 i量子ビット, 標的量子ビットが第 j 量子ビットのとき, CNOTゲートを Ci
j [X]と書く.

2量子ビットに作用する C0
1 [X]は,

C0
1 [X] = |00〉 〈00|+ |01〉 〈01|+ |11〉 〈10|+ |10〉 〈11| =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 (3.15)

のように表され, 量子回路図上で

•

のように描く.

例 3.5 (SWAPゲート) 第 i量子ビット, 第 j 量子ビットに作用する SWAPゲート SWAPij は,

SWAPij := Ci
j [X]Cj

i [X]Ci
j [X] =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 (3.16)

と定義され, 量子回路図上で

×

×
のように描く. SWAPゲート SWAPij は, 第 i量子ビットと第 j 量子ビットの状態を入れ替えるような働き
をする.

SWAPゲートは, 量子コンピュータ上で隣接していない量子ビット間に 2量子ビットゲートを作用させると
きに用いられる. ここでは, 図 3.1aのような量子ビットのトポロジーを持つ 3量子ビットの量子コンピュー
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タ上で, 隣接していない第 0 量子ビットと第 2 量子ビットに CNOT ゲート C0
2 [X] を作用させたい. そのた

めには, 図 3.1bのように, SWAP12 で第 1量子ビットと第 2量子ビットの状態を入れ替えたのち, 第 0量子
ビットと第 1量子ビットに CNOTゲートを作用させ, 再び SWAP12 で第 1量子ビットと第 2量子ビットの
状態を入れ替えれば良い.

0

1

2

(a)

0 •

1 × ×

2 × ×

(b)

図 3.1: (a)のような量子ビットのトポロジーを持つ量子コンピュータ上で, 第 0量子ビットと第 2量子ビットに CNOT

ゲート C0
2 [X]を作用させるには, (b)のように SWAPゲートを用いれば良い.

例 3.6 (制御 U ゲート) CNOT ゲートを一般化する. 制御量子ビットを 1 量子ビット, 標的量子ビットを 1

量子ビットとする. 制御量子ビットの量子状態が |1〉のときに限り, 標的量子ビットに単一量子ゲート U を作
用させる演算を制御 U ゲートという. 制御量子ビットが第 i量子ビット, 標的量子ビットが第 j 量子ビットの
とき, 制御 U ゲートを Ci

j [U ]と書く. 2量子ビットに作用する C0
1 [U ]は,

C0
1 [U ] = |00〉 〈00|+ |01〉 〈01|+ (I ⊗ U) |10〉 〈10|+ (I ⊗ U) |11〉 〈11| =

(
I 0

0 U

)
(3.17)

のように表され, 量子回路図上で

•

U

のように描く.

例 3.7 (トフォリゲート) 制御量子ビットを 2量子ビット, 標的量子ビットを 1量子ビットとする. 制御量子
ビットの量子状態が |11〉 のときに限り, 標的量子ビットに X ゲートを作用させる演算をトフォリゲートと
いう. 制御量子ビットが第 i1, i2 量子ビット, 標的量子ビットが第 j 量子ビットのとき, トフォリゲートを
Ci1,i2

j [X]と書く. 3量子ビットに作用する C0,1
2 [X]は,

C0,1
2 [X] = |000〉 〈000|+ |001〉 〈001|+ |010〉 〈010|+ |011〉 〈011|

+ |100〉 〈100|+ |101〉 〈101|+ |111〉 〈110|+ |110〉 〈111| (3.18)
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=



1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0


(3.19)

のように表され, 量子回路図上で

•

•

のように描く.

3.3 測定
量子コンピュータでは, 量子ビットに対して量子ゲートを作用させることで得た量子状態を測定することで,

計算結果を得る.

単一量子ビットの測定を, 量子回路図上で






のようにメーター記号を用いて描く. 特に断らない限り, 単一量子ビットの測定は, 計算基底による測定, つま
り POVM

{|0〉 〈0| , |1〉 〈1|} (3.20)

による POVM測定を指す. また, 単一量子ビットの測定結果を古典ビットの情報として格納することを強調
するとき, 量子回路図上で






のように表す. ここで, 2重線の配線が古典ビットを表している.
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同様に, n量子ビットの第 i1, i2, . . . , ik (0 ≤ i1 < i2 < · · · < ik < n)量子ビット測定は,

i1 




i2 




...

ik 




のように描く. 特に断らない限り, n量子ビットの第 i1, i2, . . . , ik 量子ビット測定は, POVM{
I⊗i1 ⊗ |j1〉 〈j1| ⊗ I⊗i2−i1−1 ⊗ |j2〉 〈j2| ⊗ · · · ⊗ |jk〉 〈jk| ⊗ I⊗n−ik−1 | jl ∈ {0, 1}, l = 1, 2, . . . , k

}
(3.21)

による POVM測定を指す. 特に, n量子ビット全てを測定する場合は, n量子ビットの計算基底による測定に
対応する.

3.4 雑音
量子コンピュータに対する雑音は, CPTP写像として記述できる. ここでは, 量子コンピュータに対する雑
音のモデルとの例として, ビット反転チャンネルと分極解消チャンネルを紹介する.

3.4.1 ビット反転チャンネル

1量子ビットを考える. H = C2 とする.

定義 3.8 (ビット反転チャンネル) ビット反転チャンネルを, CPTP 写像 E : L (H) → L (H) で, A ∈ L (H)

に対して,

E (A) = pA+ (1− p)XAX (3.22)

なる写像と定義する. ここで, p ∈ [0, 1]とした.

定義 3.8より, ビット反転チャンネル E は, 確率 pで始状態を保ち, 確率 1− pで X を始状態に作用させる
雑音のモデルと理解できる.

3.4.2 分極解消チャンネル

n量子ビットを考える. H = (C2)⊗n とする. 分極解消チャンネルは次のように定義される.
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定義 3.9 (分極解消チャンネル) 分極解消チャンネルを, CPTP 写像 Dp : L (H) → L (H) で, A ∈ L (H) に
対して,

Dp (A) = pA+
Tr [A] (1− p)

2n
IH (3.23)

なる写像と定義する. ここで, p ∈
[
− 1

4n−1 , 1
]
とした.

分極解消チャンネルの Kraus演算子の集合は,{√
p+

1− p
4n

M0

}
∪
{√

1− p
2n

Mα

}
α ̸=0

(3.24)

で与えられる*1. ここで,
{
Mα:=(α0,α1,...,αn−1) =

⊗n−1
i=0 σαi

}
α∈{0,1,2,3}n

とした.

さて, 分極解消チャンネルを用いて, 量子コンピュータ上の簡単な雑音のモデルを考える. 実際の量子
コンピュータ上で, 初期状態 ρ ∈ S (H) に対して量子ゲート U を作用させる際には, U をいくつかの基本
ゲートの積 U = UNg · · ·U1 に分解する必要がある. そこで, 図 3.2a のような基本ゲート Ui を量子状態
に作用させる度に Dpi

が作用するという雑音のモデル N : L (H) → L (H) を考える. すると, CPTP 写像
Ui : L (H) 3 A 7→ UiAU

†
i ∈ L (H)として, 雑音のモデルは,

N =
Np

©
j=1

(Dpi ◦ Ui) (3.25)

で表せる. すると, A ∈ L (H)に対して,

N (A) = Dp ◦ U (A) (3.26)

が成立する*2. ここで, U : L (H) 3 A 7→ UAU † ∈ L (H), p := pNg . . . p2p1 とした. これは, 図 3.2で示して
いるように, 雑音のモデル N が, ユニタリ演算 U が作用したのちに分極解消チャンネル Dp が作用する雑音
のモデルと等価であることを意味している. ここで述べた 2つの雑音のモデルの等価性は後に用いるので, 命
題という形でまとめておく.

命題 3.10 Ui ∈ L (H) (i = 1, 2, . . . , Ng)をユニタリ演算子とし, Ui : L (H) 3 A 7→ UiAU
†
i ∈ L (H)とする.

また, Dpi (i = 1, 2, . . . , Ng)は分極解消チャンネルとする. さらに, CPTP写像 N : L (H)→ L (H)を,

N :=
Np

©
j=1

(Dpi
◦ Ui) (3.27)

で定義する. このとき,

N = Dp ◦ U (3.28)

である. ここで, U := UNg · · ·U2U1 に対して, U : L (H) 3 A 7→ UAU † ∈ L (H)とし, p :=
∏Ng

i=1 pi とした.

*1 導出については, 付録 E.1を参照.

*2 導出については, 付録 E.2を参照.
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(a) 各ゲート Ui が作用するたびに, 分極解消チャンネル Dpi が作用する雑音のモデル

(b) ゲート UNg · · ·U2U1 が作用したのちに, 分極解消チャンネル Dp:=pNg ...p2p1 が作用する雑音のモデル

図 3.2: 2つの雑音のモデル (a), (b)は等価なモデルである.

3.5 Qiskit

Qiskit は, IBM 社が中心となって開発を行っている, 量子回路による量子計算のためのオープンソースの
Python用 SDKである [42]. 本論文では, Qiskitを用いて量子回路を作成し, シミュレータや実機を用いて計
算を行った. そこで, ここでは Qiskitについて簡単に述べる.

Qiskit では, 量子回路を QuantumCircuit オブジェクトとして表現する. QuantumCircuit オブジェク
トは, 量子ビットに対応する QuantumRegister オブジェクトや測定結果を保存する古典ビットに対応
する ClassicalRegister オブジェクトをコンストラクタの引数にとり初期化する. こうして初期化した
QuantumCircuit オブジェクトに, 量子ゲートや測定の操作をメソッドによって追加していき, 所望の量子回
路を得る. 図 3.3aにベル状態を生成し全ての量子ビットを測定する量子回路を作るためのサンプルコードを
示し, 図 3.3bにその量子回路図を示した.

Qiskit では, 雑音のない場合だけでなく自ら定義した雑音のモデルの下でも, 作成した量子回路をシミュ
レータによって計算することができる. 計算結果を doubleの精度で状態ベクトルや密度演算子として得るシ
ミュレータや有限回の測定まで考慮に入れた計算を行うシミュレータがある. 本論文では, 前者を測定回数が
∞回のシミュレータとも呼ぶ.

さらに, Qiskitでは, 作成した量子回路を IBM社が開発している超伝導型量子コンピュータ [43, 44]によっ
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1 from qiskit import QuantumCircuit,

QuantumRegister, ClassicalRegister

2

3 nqubit = 2

4 qr = QuantumRegister(nqubit, ’q’)

5 cr = ClassicalRegister(nqubit, ’c’)

6 qc = QuantumCircuit(qr, cr)

7 qc.h(qr[0])

8 qc.cx(qr[0], qr[1])

9 qc.measure(qr, cr)

(a) サンプルコード

q0 : H • 




q1 : 



c : /

2
0 1

(b) 量子回路図

図 3.3: Qiskitを用いてベル状態を生成するための量子回路を作成した. (a)に示したサンプルコードによって作成された
量子回路図を (b)に示した.

図 3.4: ibm lagosの量子ビットのトポロジー.

て計算することもできる. 実際の量子コンピュータは, 図 3.4のように, 必ずしも全ての量子ビットが隣接し
ているわけではないことに注意する. 隣接していない量子ビット間には, 2量子ビットゲートを直接作用させ
ることはできない. この問題は, 例 3.5で述べたように SWAPゲートを用いることで解決できる. また, IBM

社の量子コンピュータでは, マイクロ波パルスを制御することで, 量子ゲートや量子ビットの測定を実現して
いる. 本論文では, あらかじめ IBM社によってキャリブレートされたパルス制御のためのパラメータを用い
た. このようなパラメータは, あらゆる量子ゲートに対してあらかじめ定められているのではなく, いくつかの
基本ゲートに対してのみあらかじめ定まっていることに注意する. こうした事情から, 作成した量子回路を,

実際の量子コンピュータの量子ビットのトポロジーを考慮しつつ基本ゲートに分解する必要がある. そこで,

本論文では, transpileモジュールを用いて所望の量子回路を基本ゲートに分解した. 図 3.5aに, transpileモ
ジュールによって, 図 3.4で示した ibm lagosの量子ビットトポロジーの下, トフォリゲートを基本ゲート X,
√
X, RZ , CNOTに分解するためのサンプルコードを示した. こうして得られたトフォリゲートの量子回路図
を図 3.5bに示した.
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1 from qiskit import QuantumCircuit, QuantumRegister

2 from qiskit.compiler import transpile

3

4 coupling_map = [[0, 1], [1, 0], [1, 2], [1, 3], [2, 1], [3, 1], [3, 5], [4, 5],

[5, 3], [5, 4], [5, 6], [6, 5]]

5 basis_gates = [’rz’, ’sx’, ’x’, ’cx’]

6

7 nqubit = 3

8 qr = QuantumRegister(nqubit, ’q’)

9 qc = QuantumCircuit(qr)

10 qc.toffoli(qr[0], qr[1], qr[2])

11 transpiled_qc = transpile(circuits=qc, basis_gates=basis_gates, coupling_map=

coupling_map)

(a) サンプルコード

0 • • • RZ(π
4 ) • • RZ( 3π

4 )
√
X RZ(π

2 )

1 • • • • • RZ(π
4 ) • RZ(π

4 )

2 RZ(π
2 )
√
X RZ(π

2 ) RZ(π
4 ) RZ(π

4 ) • • • RZ(π
4 ) •

(b) 分解後のトフォリゲート

図 3.5: Qiskitの transpileモジュールによって, ibm lagosの量子ビットトポロジーの下, トフォリゲートを基本ゲート
X,

√
X, RZ , CNOTに分解した. (a)に示したサンプルコードによって分解されたトフォリゲートの量子回路図

を (b)に示した.
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第 4章

変分量子アルゴリズム

本章では, NISQ デバイスを用いた代表的なアルゴリズムである変分量子アルゴリズム (Variatonal

Quantum Algorithm, VQA) [12]について述べる.

本章の構成は以下の通りである. 4.1では, 変分量子アルゴリズムの一般的な枠組みについて述べる. 4.2で
は, 変分量子アルゴリズムの応用例を挙げる. 4.3では, 変分量子アルゴリズムの抱えるバレンプラトーと呼ば
れる問題点について述べる.

4.1 変分量子アルゴリズムの一般的な枠組み
変分量子アルゴリズムの流れを簡単に述べる. まず, 解きたい問題を最適化問題, つまり関数の最小化問題へ
とマッピングする. 最小化すべき関数 C (γ)のことをコスト関数という. ここで, コスト関数 C (γ)は, パラ
メータ γ に依存する量子ゲート U (γ)を用いて定義される. パラメータに依存する量子ゲートをアンザッツ
という. 変分量子アルゴリズムでは, 図 4.1のように, 量子コンピュータを用いてコスト関数の値や勾配の計算
を評価することと, 古典コンピュータを用いてコスト関数を最小化するようにパラメータをアップデートする
ことを交互に繰り返し行うことで, コスト関数の最小点を求める. 一般に, コスト関数の最小点を探索するアル
ゴリズムをオプティマイザーという.

以下では, 変分量子アルゴリズムにおけるコスト関数, アンザッツ, オプティマイザーについてそれぞれ述
べる.

4.1.1 コスト関数

変分量子アルゴリズムの最初の一歩は, 解きたい問題を数理最適化問題にマッピングする, つまりコスト関
数を定義することである. 数理最適化問題では, 解きたい問題の解の候補を Γ ⊂ RNp 上の点として表現する.

コスト関数は, 解きたい問題の解が最小値に対応するように定義された関数で, 解と解の候補の差を定量的に
表現する関数 Γ→ Rである. したがって, コスト関数を最小化するようなパラメータ γ を探索することで, 解
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図 4.1: 変分量子アルゴリズムにおける, 量子古典ハイブリッドループ. 量子コンピュータを用いたコスト関数値や勾配の
評価と, 古典コンピュータを用いたパラメータのアップデートを交互に繰り返し行うことで, コスト関数の最小点
を求める.

きたい問題の解を求めることができる. どのようにしてコスト関数の最小点を探索するのかについては, 4.1.3

で述べる.

変分量子アルゴリズムのコスト関数は, 多くの場合

C (γ) =
∑
i

fi

(
Tr
[
OiU (γ) ρiU (γ)

†
])

(4.1)

の形で定義される. ここで, 各 Oi は物理量, 各 ρi は入力状態, fi は R → Rの関数, U (γ)はアンザッツであ
る. 変分量子アルゴリズムでは, コスト関数を量子状態 ρi や量子的な操作 U (γ)を用いて定義することで, 古
典コンピュータ上では計算不可能なコスト関数を計算できていると期待している.

変分量子アルゴリズムのコスト関数が満たすべき条件として, 次の 4点が提案されている [12].

(C1) コスト関数の最小点が解きたい問題の解に対応する.

(C2) コスト関数の値が小さい点ほど良い解に対応する.

(C3) コスト関数の値や勾配は, 量子コンピュータ上の測定と必要があれば測定後の後処理を古典コン
ピュータによって効率的に計算できる.

(C4) コスト関数の最小点は効率的に求めることができる.

(C1), (C2)は, 変分量子アルゴリズムに限らず, 一般の数理最適化問題が満たすべき条件である. (C3)におい
て, 量子コンピュータ上の測定とは (4.1)の Tr

[
OiU (γ) ρiU (γ)

†
]
の期待値計算に対応し, 古典コンピュータ

上の後処理とは, (4.1)の fi (·)の計算や iについての足し合わせ∑i の計算に対応する. (C4)については, 4.3

で詳しく述べる.



第 4章 変分量子アルゴリズム 32

0

1

2

3

(a)

0 RX (2γ1) RZ (2γ5) • RX (2γ9) RZ (2γ13) • RX (2γ17) RZ (2γ21)

1 RX (2γ2) RZ (2γ6) • RX (2γ10) RZ (2γ14) • RX (2γ18) RZ (2γ22)

2 RX (2γ3) RZ (2γ7) • RX (2γ11) RZ (2γ15) • RX (2γ19) RZ (2γ23)

3 RX (2γ4) RZ (2γ8) RX (2γ12) RZ (2γ16) RX (2γ20) RZ (2γ24)

(b)

図 4.2: (a)のような量子ビットのトポロジーを持つ量子コンピュータ上の Hardware Efficientアンザッツの例を (b)に
示した.

4.1.2 アンザッツ

パラメータ付きの量子ゲートのことをアンザッツという. 例えば, Np 個のパラメータを持つ量子ゲート
URPQC : [0, 2π)

Np → U (2n)を

URPQC (γ) =

Np∏
j=1

Uj (γj)Wj = UNp

(
γNp

)
WNp

. . . U2 (γ2)W2U1 (γ1)W1 (4.2)

と定義すると*1, URPQC(γ) はアンザッツである. URPQC(γ) を Random Parametrized Quantum Cir-

cuit (RPQC)と呼ぶ. ここで, Wj はパラメータを持たない量子ゲートとし, Uj (γj)は V 2
j = I を満たすエル

ミート Vj を用いて, Uj (γj) := exp [−iγjVj ]とした.

アンザッツは大きく分けて porblem-agnositc アンザッツと problem-inspired アンザッツの 2 種類に分類
できる [38]. porblem-agnositcアンザッツとは, 解きたい問題に関する前提知識を用いずに設計された汎用的
なアンザッツのことをいう. 一方で, problem-inspired アンザッツとは, 解きたい問題に関する前提知識を組
み込んで設計されたアンザッツのことをいう.

problem-agnosticアンザッツの例として, Hardware Efficientアンザッツ [14]がある. Hardware Efficient

アンザッツとは, 用いる量子コンピュータのアーキテクチャに依存した構造を持つアンザッツのことである.

例えば, 図 4.2aのような量子ビットトポロジーを持つ量子コンピュータ上の Hardware Efficientアンザッツ
の例として, 隣接している量子ビット間でのみ 2量子ビットゲートが作用している 図 4.2bのようなアンザッ
ツが挙げられる. 図 4.2bで示したアンザッツは, (4.2)で一般的に定義したアンザッツ URPQC (γ)の一例と
なっている.

一方で, problem-inspiredアンザッツの例として, 粒子数保存アンザッツ [36]がある. 粒子数保存アンザッ
ツとは, 入力量子状態の粒子数を保存するアンザッツで, Aゲートと呼ばれる 2量子ゲートを繰り返し作用す

*1 本論文では, 演算子に対する∏の積の順序は (4.2)のように取ることにする.



第 4章 変分量子アルゴリズム 33

•

• RZ(−ϕ) RY (−θ) RY (θ) RZ(ϕ) •

(a) Aゲート A (θ, ϕ)の RY ゲート, RZ ゲート, CNOTゲートによる分解.

A (θ0,0, ϕ0,0) A (θ1,0, ϕ1,0) A (θ2,0, ϕ2,0)

A (θ0,2, ϕ0,2) A (θ1,2, ϕ1,2) A (θ2,2, ϕ2,2)

A (θ0,1, ϕ0,1) A (θ1,1, ϕ1,1) A (θ2,1, ϕ2,1)

(b) 粒子数保存アンザッツ. Aゲートを繰り返し用いる.

図 4.3: Aゲートと粒子数保存アンザッツの構造.

ることで実現できる (図 4.3) . 粒子数とは, 量子状態の計算基底による表示において, 1が立っている量子ビッ
トの個数のことで, 古典コンピュータでいう popcountに対応する量である. 例えば, |0111〉の粒子数は 3で
ある. したがって, 解きたい問題の解に関する前提知識によってアンザッツで表現すべき量子状態の粒子数が
既にわかっている場合には, 粒子数保存アンザッツは有用である. 第 5章で, 粒子数保存アンザッツを用いた
変分量子アルゴリズムの一例について詳しく述べる.

アンザッツの表現力
自らの設計したアンザッツによって, 解きたい問題の解が表現できているかは一般には分からない. しかし
ながら, 個々のアンザッツの性質を定量化して評価することを考えることで, その特性を理解しようとするこ
とはできる. アンザッツの性質の指標として, エンタングルメント容量 [45], 表現力 [45, 46, 39], 表現度 [47]

という量が提案されている. ここでは, [39] で提案されている, n 量子ビット系 H に作用するアンザッツ
U : Γ→ U (2n)の表現力について述べる .

アンザッツ U (γ)を量子状態 ρ ∈ S (H)に作用させることで, 量子状態 U (γ) ρU (γ)
† を得ることができる.

γ を様々な値に変化させることで, U (γ)は様々なユニタリ演算子となりうるので, U (γ) ρU (γ)
† はまた様々

な量子状態を表現しうる. ここで, γ が Γの中の様々な値をとりうるという意味で分布 ν*2を持つ Γ-値確率変
数と見なすことにすると, U (γ)もまた確率変数と見なすことができる*3. 一方で, U (2n)上の “一様分布”, つ

*2 分布については, 定義 A.12を参照.

*3 本論文では, アンザッツ U : Γ → U (2n) は連続であると仮定する. この仮定は合理的である. というのも, 変分量子アルゴリ
ズムに用いられる多くのアンザッツは, 回転ゲートとパラメータを持たないゲートから成るので, U (γ) の行列表示の各成分は,

γ1, γ2, . . . , γNp に依存する三角関数たちの線型和, つまり連続関数で書けるからである. よって, U (γ) の各成分が連続なので,

ボレル可測，つまり確率変数である [48]. さらに, U (γ)の各成分が確率変数ならば, U (γ)も確率変数となる [49].
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まりハール分布*4に従う確率変数 V を考えてみると, V ρV † はユニタリ時間発展によって作り出せる全ての量
子状態を表現しうる. つまり, 確率変数 V が最も表現能力のあるアンザッツに対応すると考えることができる.

よって, 確率変数 U (γ)と確率変数 V の差として, アンザッツ U (γ)の表現力を定義していくのが良さそうで
ある.

そこで, 確率変数 U (γ)と確率変数 V の差に対応する量として, 線型写像 A(t)
U(γ),ν : L (H⊗t)→ L (H⊗t)を

A(t)
U(γ),ν (·) :=

∫
U(2n)

µH (dV )V ⊗t (·)
(
V †)⊗t −

∫
Γ

ν (dγ)U (γ)
⊗t

(·)
(
U(γ)†

)⊗t
(4.3)

で定義する. ここで, tは自然数, ν はアンザッツのパラメータ γ の分布, µH はユニタリ群 U (2n)上のハール
測度とした. 任意の X ∈ L (H⊗t)に対して, A(t)

U(γ),ν (X) = 0であるとき, U (2n)-値確率変数 U (γ)はユニタ
リ t - デザインであるという*5. そして, A(t)

U(γ),ν を用いて, 入力 X ∈ L (H)に対して, アンザッツ U (γ)の表
現力 ϵ

(t)
U(γ),ν (X)を

ϵ
(t)
U(γ),ν (X) :=

∥∥∥A(t)
U(γ),ν

(
X⊗t

)∥∥∥
2

(4.4)

で定義する. ここで, ‖·‖p は, シャッテン p - ノルムとした*6.

アンザッツの表現力 ϵ
(t)
U(γ),ν (X)は, 一般化フレームポテンシャルという量と関係づけられる [39]. アンザッ

ツ U (γ)とそのパラメータ γ の分布 ν, X ∈ L (H)に対して,一般化フレームポテンシャルを,

F (t)
U(γ),ν (X) :=

∫
Γ

ν (dγ)

∫
Γ

ν (dγ′) Tr
[
XU (γ′)

†
U (γ)X†U (γ)

†
U (γ′)

]t
(4.5)

で定義する. 特に, U (2n)-値確率変数 U (γ)が, ハール分布 µH に従うとき,

F (t)
H (X) :=

∫
U(2n)

µH (dV )

∫
U(2n)

µH (dW ) Tr
[
XW †V X†V †W

]t
(4.6)

とする. すると, X ∈ L (H)に対して,

F (t)
U(γ),ν (X)−F (t)

H (X) ≥ 0 (4.7)

が成り立ち, アンザッツの表現力 ϵ
(t)
U(γ),ν (X)と一般化フレームポテンシャルとの関係は,

ϵ
(t)
U(γ),ν (X) =

√
F (t)

U(γ),ν (X)−F (t)
H (X) (4.8)

で与えられる*7.

(4.4)で定義したアンザッツの表現力は, A(t)
U(γ),ν への入力 X に依存する量だった. そこで, 入力に依らない

アンザッツの表現力を定義する. つまり, 2つの線型写像 L (H⊗t)→ L (H⊗t),
∫
U(2n)

µH (dV )V ⊗t (·)
(
V †)⊗t

と ∫
Γ
ν (dγ)U (γ)

⊗t
(·)
(
U(γ)†

)⊗t の差を, アンザッツの表現力として採用する. 一般に, 2 つの線型写像

*4 ユニタリ群上のハール分布 (測度)については付録 A.4を参照.

*5 ユニタリ t - デザインについては, 付録 C.2を参照.

*6 シャッテン p - ノルムについては, 付録 D.1を参照.

*7 導出については, F.1を参照.
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図 4.4: オプティマイザーがパラメータを更新していく様子. パラメータ更新を繰り返すことで, コスト関数 C (γ)の最小
点を求める.

L (H1) → L (H2)同士の差を定量化するノルムとして, ダイアモンモンドノルム ‖·‖⋄ という量が知られてい
る *8. そこで, アンザッツ U (γ)の表現力 ⋄

ϵ
(t)

U(γ),ν を,

⋄
ϵ
(t)

U(γ),ν :=
∥∥∥A(t)

U(γ),ν

∥∥∥
⋄

(4.9)

で定義する.

アンザッツ U (γ)の表現力 ϵ
(t)
U(γ),ν (X),

⋄
ϵ
(t)

U(γ),ν は, 最も表現能力のあるユニタリ V との差として定義した
ので, 表現力の値が小さいほど, アンザッツがより豊かな表現能力を持つという点に注意しなければならない.

以後, 本論文では表現力と表現能力を厳密に使い分ける.

4.1.3 オプティマイザー

オプティマイザーとは, 関数の最小点を求めるアルゴリズムのことをいう. 多くのオプティマイザーは, 図
4.4のように, 関数のパラメータの更新を繰り返すことで関数の最小点を求める. 第 t回目のパラメータ更新を
第 tイテレーションと呼び, 第 tイテレーションにおけるパラメータの値を γ(t) と書く. 変分量子アルゴリズ
ムでは, 量子コンピュータ上で計算したコスト関数の値やその勾配の値をもとに, 古典コンピュータ上でパラ
メータの更新を行う.

オプティマイザーは, コスト関数の 1 階微分や 2 階微分の情報, つまり勾配の情報を用いるオプティマイ
ザーとコスト関数の勾配の情報を用いないオプティマイザーに大別される. コスト関数の 2 階微分の情報を
用いるオプティマイザーとして, ニュートン法 [50] が挙げられる. また, コスト関数の 1 階微分の情報を用
いるオプティマイザーとして, 共役勾配法 [50], L-BFGS [50], 確率的勾配降下法 [51] が挙げられる. 一方,

コスト関数の勾配の情報を用いないオプティマイザーとして, Nelder-Mead [52], COBYLA (Constrained

Optimization By Linear Approximation optimizer) [53], SPSA (Simultaneous Perturbation Stochastic

Approximation) [54], ベイズ最適化 [55], 逐次最小化アルゴリズム [37], Rotoselect [56] などが挙げられる.

特に, 逐次最小化アルゴリズムと Rotoselectは, 変分量子アルゴリズムのコスト関数に特化したオプティマイ
ザーである.

*8 ダイアモンドノルムについては, 付録 D.2を参照.
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以下では, 変分量子アルゴリズムにおける確率的勾配降下法と逐次最小化アルゴリズムについてそれぞれ述
べる.

確率的勾配降下法
まず, 変分量子アルゴリズムのコスト関数の勾配をいかにして計算するかを述べる. パラメータ γ の第 j 成
分 γj に関するコスト関数 (4.1)の勾配は,

∂C (γ)

∂γj
=
∑
i

∂ 〈Oi〉γ
∂γj

∂fi (x)

∂x

∣∣∣∣
x=⟨Oi⟩γ

(4.10)

で表される. ここで, 〈Oi〉γ := Tr
[
OiU (γ) ρiU (γ)

†
]
とした. この勾配を計算するには, 各 iに対して, 〈Oi〉γ

と ∂γj
〈Oi〉γ を計算すれば良い. 〈Oi〉γ は, 量子状態 ρi にアンザッツ U (γ)を作用させて, 物理量 Oi を測定す

ることで得られる. 一方, ∂γj
〈Oi〉γ は, 例えば差分法を用いることで近似的に求めることができる. しかし, ア

ンザッツの構造によっては, パラメータシフトルール [16]と呼ばれる方法で ∂γj
〈Oi〉γ を正確に求めることが

できる.

ここでは, アンザッツとして (4.2)で定義した URPQC (γ)をとり, いかにして ∂γj 〈Oi〉γ をパラメータシフ
トルールによって求めるかを述べる. このとき, 〈Oi〉γ = Tr

[
OiURPQC (γ) ρiURPQC (γ)

†
]
は, γj に依らない

実数 a1, a2 a3 を用いて,

〈Oi〉γ = a1 sin 2γj + a2 cos 2γj + a3 (4.11)

と表すことができる [37]. したがって, γ の第 j 成分 γj をそれぞれ γj ± π/4 に置き換えたものを γ± とす
れば,

∂ 〈Oi〉γ
∂γj

= 〈Oi〉γ+
− 〈Oi〉γ−

(4.12)

を得る. つまり, 量子状態 ρi にアンザッツ U (γ±)を作用させて, 物理量 Oi を測定して得られた結果 〈Oi〉γ±

から ∂γj
〈Oi〉γ を正確に計算することができる. ただし, 実際には 〈Oi〉γ±

を有限回の物理量の測定によって推
定するので, その真の値を得ることはできず, 統計誤差が生じることに注意しておく. このように ∂γj

〈Oi〉γ を
計算する方法をパラメータシフトルールという. ここでは, URPQC (γ)のような構造を持つアンザッツの構造
に関するパラメータシフトルールを考えたが, より一般的なアンザッツの構造に対するパラメータシフトルー
ルも提案されている [57, 58, 59].

勾配の情報を用いる代表的なオプティマイザーの 1つとして, 勾配降下法が挙げられる. 勾配降下法とは, コ
スト関数のパラメータを γ(0) に適当に初期化した後

γ(t+1) ← γ(t) − α∇C(γ(t)) (4.13)

のように, 勾配方向にパラメータの更新を行うことを何度も繰り返すことで, コスト関数の最小点を求めるア
ルゴリズムである. ここで, α ∈ Rを学習率という. 上述したように, 変分量子アルゴリズムにおけるコスト関
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数の勾配の評価では, 有限回の物理量の測定によって ∇C (γ(t)
)を推定していることに注意しなければならな

い. このように, コスト関数の勾配の値を推定する勾配降下法を一般に確率的勾配降下法という. ここまで, 学
習率 αはイテレーション tに依らない定数としていたが, Adamオプティマイザー [60]のように, 学習率 αを
イテレーション tごとに更新させることで, オプティマイザーの収束性を向上させることができる [51].

逐次最小化アルゴリズム
逐次最小化アルゴリズムは, 変分量子アルゴリズムのコスト関数が, ある 1つのパラメータに注目すると単
純な関数形で書けるという性質を生かした最適化アルゴリズムである. コスト関数が, 4.2で述べる変分量子固
有値ソルバーや Fixed input state compilingと呼ばれる変分量子アルゴリズムのように,

CRPQC (γ) = Tr
[
OURPQC (γ) ρURPQC (γ)

†
]

(4.14)

で表せるとする. ここで, アンザッツは (4.2)で定義した URPQC (γ)とした. この設定の下, パラメータ γj に
注目してコスト関数の解析的な性質を考える. 第 tイテレーションにおけるコスト関数の値 CRPQC

(
γ(t)

)に
おいて, γj 以外のパラメータを固定した関数

C
(t)
j (γj) := CRPQC (γ)|

γj′=γ
(t)

j′ (j′ ̸=j)
(4.15)

は, γj に依らない実数 a
(t)
1 , a

(t)
2 , a

(t)
3 を用いて,

C
(t)
j (γj) = a

(t)
1 sin 2γj + a

(t)
2 cos 2γj + a

(t)
3 (4.16)

と表すことができる [37]. 実数 a
(t)
1 , a

(t)
2 , a

(t)
3 は, C

(t)
j (γj)の独立な 3点の値から計算できる. 例えば, 独立な

3点として, γ
(t)
j , γ

(t)
j + π

4 , γ
(t)
j − π

4 を選べばよい. すると, C
(t)
j (γj) = a

(t)
1 sin 2γj + a

(t)
2 cos 2γj + a

(t)
3 は簡単

な三角関数なので, その最小点を容易に求めることができる. このように, コスト関数のあるパラメータ γj に
ついて注目してみれば, C

(t)
j (γj)の最小点を求めることができる. この最小点を求めるステップを, 注目する

パラメータ γj の添字 j を変化させて何度も繰り返すことで, コスト関数の最小点を探索するアルゴリズムを
逐次最小化アルゴリズムという. 疑似コードを図 4.5に示した. 逐次最小化アリゴリズムは, 既存のオプティ
マイザーに比べ, コスト関数の推定における統計誤差に対して剛健かつ収束が速いことが数値計算により確か
められている [37]. いま, アンザッツとして URPQC (γ)を考えたが, より一般的なアンザッツに拡張して考え
ることができる. 例えば, アンザッツとして粒子数保存アンザッツを用いた場合の逐次最小化アルゴリズムに
ついては, 5.4.3で述べる.

雑音のある NISQデバイス上で逐次最小化アルゴリズムが有用であることを議論する. 変分量子アルゴリズ
ムのコスト関数を, より一般に

C (γ) = Tr
[
OU (γ) ρU (γ)

†
]

(4.17)

とし, 第 tイテレーションにおけるコスト関数の値 C
(
γ(t)

)において, γj 以外のパラメータを固定した関数を
C

(t)
j (γj)とする. 逐次最小化アルゴリズムでは, パラメータの添字 j を変化させて C

(t)
j (γj)の最小点を求め
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Algorithm 1 逐次最小化アルゴリズム
Require: コスト関数は, (4.14)で定義した CRPQC (γ)とする.

1: パラメータの初期値 γ(0) を定める.

2: while t < tmax do

3: for j = 1, 2, . . . , Np do

4: for j′ = 1, 2, . . . , Np do

5: if j′ = j then

6: C
(t)
j

(
γ
(t)
j

)
, C

(t)
j

(
γ
(t)
j + π

4

)
, C

(t)
j

(
γ
(t)
j − π

4

)
を推定し, a

(t)
1 , a

(t)
2 , a

(t)
3 を求める.

7: γ
(t+1)
j ← arg min

γj

a
(t)
1 sin γj + a

(t)
2 cos γj + a

(t)
3

8: else

9: γ
(t+1)
j′ ← γ

(t)
j′

10: end if

11: end for

12: t← t+ 1

13: end for

14: end while

図 4.5: 変分量子アルゴリズムにおける逐次最小化アルゴリズムの疑似コード.

ることを繰り返す. そのアルゴリズムの流れは, 図 4.6のようになる. 変分量子アルゴリズムを NISQデバイ
ス上で実装するためには, アンザッツを U (γ) = UNgUNg−1 . . . U2U1 のようにハードウエア上で実装可能な
基本ゲートに分解する必要があった. そこで, NISQデバイスへの雑音のモデルとして, (3.25)で定義した

N =
Np

©
j=1

(Dpi
◦ Ui) (4.18)

なるモデルを考える. ここで, CPTP写像 Ui(·) = Ui(·)U†
i とし, Dpi (pi ∈ (0, 1])は分極解消チャンネルとし

た. この雑音のモデルに対して, 逐次最小化アルゴリズムが剛健であることを裏付ける次の定理 4.1が成立す
る. 定理の証明は, 付録 F.2に述べた.

定理 4.1 (4.17)で定義したコスト関数 C (γ)を考える. (4.18)で定義した雑音のモデルN の下で計算される
コスト関数を C̃ (γ)とする. このとき, 物理量の期待値の推定のための測定回数が無限回であならば, 任意の
自然数 tに対して, 逐次最小化アルゴリズムによって求めた第 tイテレーション後の C (γ)の最適点と C̃ (γ)

の最適点は一致する.
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Algorithm 2 一般的な逐次最小化アルゴリズム
Require: コスト関数は (4.17)の形で表される.

1: パラメータの初期値 γ(0) を定める.

2: while t < tmax do

3: for j = 1, 2, . . . , Np do

4: for j′ = 1, 2, . . . , Np do

5: if j′ = j then

6: γ
(t+1)
j ← arg min

γj

C
(t)
j (γj)

7: else

8: γ
(t+1)
j′ ← γ

(t)
j′

9: end if

10: end for

11: t← t+ 1

12: end for

13: end while

図 4.6: 一般的な逐次最小化アルゴリズムの疑似コード.

4.2 変分量子アルゴリズムの応用
4.2.1 変分量子固有値ソルバー

変分量子固有値ソルバー (Variational Quantum Eigensolove, VQE) は, 量子系の基底状態とその固有値
(基底エネルギー)を求める変分量子アルゴリズムである [13].

変分量子固有値ソルバーでは, 量子コンピュータ上で量子系を表現する必要があるので, 対象となる量子系
をスピン系にマッピングする. 例えば, ジョルダン・ウィグナー変換 [61]やブラヴィ・キタエフ変換 [62, 63]

によって, フェルミオン系をスピン系にマッピングできる. こうして, 対象となる量子系を nスピン系にマッ
ピングしたハミルトニアン H とすると, 一般にハミルトニアン H は,

H =

n−1∑
i=0

3∑
α=1

hiασ
i
α +

n−1∑
i,j=0

3∑
α,β=1

hijαβσ
i
ασ

i
β + · · · (4.19)

のように表される [13]. ここで, 各 hiα, hijαβ 等は実数, σi
α := I⊗i ⊗ σα ⊗ I⊗(n−i−1) とした.

変分量子固有値ソルバーのコスト関数は,

CVQE (γ) = 〈ψ (γ) |H|ψ (γ)〉 (4.20)



第 4章 変分量子アルゴリズム 40

で定義される. ここで, |ψ (γ)〉 = U (γ) |ψ0〉は, 初期状態 |ψ0〉にアンザッツ U (γ)を作用させて得られる量
子状態で, 試行状態という. 試行状態は nスピン系の量子状態であるから, 2n 次元の複素内積空間の単位ベク
トルで表現される. 試行状態を愚直に古典コンピュータ上で表現するには O(2n)ビットが必要であるが, 量子
コンピュータ上であれば n量子ビットで良い. つまり, 変分量子固有値ソルバーでは, 古典コンピュータ上で
は表現しきれない程に次元の大きい複素内積空間の試行状態から基底状態を探索することができよう.

4.2.2 Fixed input state compiling

Fixed input state compiling (FISC) とは, n量子ビットの状態 |ψ0〉に作用する V と同等の計算を行う量
子ゲートを求める変分量子アルゴリズムである [22]. すると, U (γ)をアンザッツすれば, FISCの目的は

V |ψ0〉 = U (γ) |0〉⊗n
(4.21)

を満たす γ を求めることにある.

2つの量子状態 V |ψ0〉, U (γ) |0〉⊗n 間の近さは, 例えば, 忠実度 F
(
V |ψ0〉 , U (γ) |0〉⊗n

)
で定量化される.

したがって, (4.21) を近似的に満たす U (γ) を求めるには, 忠実度を最大化する γ を求めればよい. これは,

コスト関数 Cglobal (γ) = −F
(
V |ψ0〉 , U (γ) |0〉⊗n

)2
を最小化することで実現できる. このコスト関数は, 物

理量

Oglobal := − (|0〉 〈0|)⊗n
(4.22)

を用いて, Cglobal (γ) = Tr [Oglobal |ψ (γ)〉 〈ψ (γ)|] と書ける. ここで, |ψ (γ)〉 := U (γ)
†
V |ψ0〉 とした.

Cglobal (γ)は, |ψ (γ)〉の n量子ビット全てを測定して |0〉⊗n を得る確率に, −1をかけることで得られる. し
たがって, Cglobal (γ)は −1以上 0以下の値をとりうる.

FISCでは, Cglobal 以外のコスト関数を定義することができる. 物理量 Olocal を,

Olocal := − 1

n

n−1∑
j=0

I⊗j ⊗ |0〉 〈0| ⊗ I⊗n−j−1 (4.23)

として, FISC のコスト関数を Clocal (γ) = Tr [Olocal |ψ (γ)〉 〈ψ (γ)|] で定義する. すると, Clocal (γ) は, −1

以上 0 以下の値をとり, γ が (4.21) を満たすときにのみ最小値 −1 をとる. Clocal (γ) は, |ψ (γ)〉 の第 j 量
子ビットのみを測定して |0〉 が得られる確率の, j = 0, 1, . . . , n − 1 に対する平均に −1 をかけることで得ら
れる.

4.3 バレンプラトー
変分量子アルゴリズムのコスト関数には, バレンプラトーと呼ばれる勾配消失問題が起こりうる. 変分量子
アルゴリズムで解く問題のサイズ, つまり用いる量子ビットの数に対して, 指数的にコスト関数の勾配が消失
してしまう問題である. 図 4.7に示すように, バレンプラトーを引き起こす変分量子アルゴリズムのコスト関
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図 4.7: バレンプラトーを引き起こす量子ビット数 n の変分量子アルゴリズムにおいて, 必要な物理量の測定回数
Ntotal [33]. 勾配の情報を用いるオプティマイザー (gradient descent)に限らず, 勾配の情報を用いないオプティ
マイザー (Nelder-Mead, Powell, COBYLA)についても, 量子ビット数に対して指数的に多くの物理量の測定が
必要である.

数やその勾配の推定のためには, 量子ビットの数に対して指数的に大きな回数の物理量の測定が必要であり,

最適化を効率的に行うことはできない. つまり, コスト関数が満たすべき条件 (C4)を満たさない.

近年, どのような変分量子アルゴリズムにバレンプラトーが生じるのか否かの議論がなされている. 例え
ば, ユニタリ 2 - デザインをなす程に十分深い RPQCを用いた変分量子アルゴリズムにはバレンプラトーが
起こる [25]. 量子ビットの数 nに対して O (log n)程の深さの Alternating Layerd Ansatzというクラスのア
ンザッツを用いた変分量子アルゴリズムについては, (4.22)で定義した Oglobal のように全ての量子ビットに
作用するような物理量 O を用いる場合にはバレンプラトーが起こる一方で, (4.23)で定義した Olocal ように
一部の量子ビットに作用するような物理量 O を用いる場合にはバレンプラトーが起こらないことが示されて
いる [26]. また, バレンプラトーが起こらないアルゴリズムの例として, 量子畳み込みニューラルネットワー
ク [64]やアンザッツがツリーテンソルネットワーク構造を持つ量子ニューラルネットワーク [65]が知られて
いる.

バレンプラトーの影響を軽減するためのアルゴリズムも提案され始めている [66, 67, 68, 69, 70]. 例えば,

パラメータの一部をランダムに初期化し, 残りのパラメータをアンザッツが恒等演算子となるように選ぶパラ
メータ初期化の手法である [66]. また, アンザッツのパラメータを層ごとに最適化していく手法が提案されて
いる [67].
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以下では, コスト関数

CRPQC (γ) := Tr
[
OURPQC (γ) ρURPQC (γ)

†
]

(4.24)

を例とって, バレンプラトーについてより詳細に議論する. ここで, ρ は n 量子ビットの量子状態とし,

URPQC (γ)は (4.2)で定義したアンザッツである. 4.3.1で, NISQデバイスの雑音がないという仮定のもとに
引き起こされるバレンプラトーについて述べる. 4.3.2で, 外界からの NISQデバイスへの雑音がコスト関数の
勾配に及ばす影響を議論する.

4.3.1 noise-free バレンプラトー

(noise-free)バレンプラトーは, 形式的には次のように定義される.

定義 4.2 Γ-値確率変数 γ は一様分布に従うとする. n 量子ビットの変分量子アルゴリズムのコスト関数を
C : Γ 3 γ 7→ C (γ) ∈ Rとし, コスト関数 C は C1 級とする*9. このとき, C (γ)がパラメータ γj に関してバ
レンプラトーであるとは, パラメータ γj に関するコスト関数の 1階微分の ∂γj

C (γ)の期待値が 0で，分散が
ある b > 1を用いて O (b−n)でスケールすること. つまり,

Eγ

[
∂C (γ)

∂γj

]
= 0, Vγ

[
∂C (γ)

∂γj

]
= O

(
b−n

)
(4.25)

となることをいう.

定義 4.2にチェビシェフの不等式 (補題 A.15)を用いると, 任意の δ > 0に対し,

ν

(∣∣∣∣∂C (γ)

∂γj

∣∣∣∣ ≥ δ) ≤ 1

δ2
Eγ

[∣∣∣∣∂C (γ)

∂γj

∣∣∣∣2
]

=
1

δ2
Vγ

[
∂C (γ)

∂γj

]
= O

(
b−n

)
(4.26)

を得る. ここで, ν は γ の従う一様分布とした. (4.26)は, Γから一様に γ を選んだ時に, その点での γj に関
する勾配の大きさが δ 以上である確率が, 量子ビットの数 nに対して指数的に減少することを意味している.

つまり, 量子ビットの数 nが十分大きいと, 図 4.8のように, コスト関数の定義域 Γの広い領域でコスト関数
の勾配がほとんど 0 になっていることを示している. また, バレンプラトーが生じるようなコスト関数には,

図 4.8のように峡谷 (narrow gorge)が生じる [72].

さて, コスト関数 CRPQC (γ)がバレンプラトーか否かを調べる. そこで, 定義 4.2に基づき, γ を一様分布
ν に従う確率変数とみなし, γj に関するコスト関数の勾配の期待値と分散を計算する. まず, URPQC (γ)を注
目しているパラメータ γj に依存する部分と依存しない部分に分解して考える. つまり, 図 4.9のように,

UR (γR = (γ1, γ2, . . . , γj−1)) := Wj

j−1∏
j′=1

Uj′ (γj′)Wj′ (4.27)

*9 [71]にならい, コスト関数は C1 級と仮定した. ∂γjC (γ)が連続であれば, ∂γjC (γ)が確率変数になるからである.
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図 4.8: 変分量子アルゴリズムのコスト関数に生じるバレンプラトーのイメージ. 量子ビットの数 nに対して指数的に, コ
スト関数の平坦な領域が増大する.

UL

(
γL = (γj+1, γj+2, . . . , γNp

)
)

:=

Np∏
j′=j+1

Uj′ (γj′)Wj′ (4.28)

として, URPQC (γ) = UL (γL)Uj (γj)UR (γR)とする. すると, コスト関数のパラメータ γj に関する勾配は,

∂CRPQC (γ)

∂γj
= Tr

[
OUL(γL)Uj,γj

(γj)UR(γR)ρUR(γR)†Uj(γj)
†UL(γL)†

]
+ Tr

[
OUL(γL)Uj(γj)UR(γR)ρUR(γR)†Uj,γj

(γj)
†UL(γL)†

]
(4.29)

で与えられる. ここで, Uj,γj
(γj) := ∂γjUj(γj)とした. いま, γR, γL はそれぞれ確率変数であり, それらに依

存する UR(γR), UL(γL) もまた確率変数である. 計算を進めるために, U (2n)-値確率変数 UR(γR), UL(γL)

がユニタリ 2 - デザインである程に十分な表現能力を持つとする. すると, 後に示す系 6.4より,

Eγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γj

]
= 0 (4.30)

Vγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γj

]
=

2n+1∆
(2)
2n (ρ) ∆

(2)
2n (O) ∆

(2)
2n (Vj)

(4n − 1)2
(4.31)

を得る. ここで,

∆
(2)
d (X) := Tr

[
X2
]
− Tr [X]

2

d
(4.32)

とした. 例えば, O を (4.22) で定義した Oglobal とし, ρ を純粋状態とし, Vj をトレースレスとすると,

∆
(2)
2n (Vj) = 2n, ∆

(2)
2n (O) = ∆

(2)
2n (ρ) = 1− 2−n であるから,

Vγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γj

]
=

1

2 (2n + 1)
2 = O

(
4−n

)
(4.33)

となる. すると, コスト関数 CRPQC (γ)の勾配の期待値が 0であり, 分散が量子ビットの数 nに対して指数的
に減少していくので, 定義 4.2よりバレンプラトーが生じていることがわかる. ここで, バレンプラトーが生じ
ていることを導くのに, U (2n)-値確率変数 UR(γR), UL(γL)がユニタリ 2 - デザインである程に十分な表現能
力を持つという仮定をおいたことに注意しておく.
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UR (γR) Uj (γj) UL (γL)URPQC (γ) =

図 4.9: URPQC (γ)の UR (γR), Uj (γj), UL (γL)への分解.

図 4.10: 変分量子アルゴリズムのコスト関数に生じる noise-induced バレンプラトーのイメージ. 量子ビットの数 n に
対して指数的に, コスト関数が全体的に平坦になっていく.

4.3.2 Noise-induced バレンプラトー

NISQデバイスは誤り訂正機能を持たないので, 外界からの雑音の影響を受ける. そこで, 外界からの雑音の
影響によって, 変分量子アルゴリズムのコスト関数の勾配がどのようになるかを議論する.

NISQデバイスへの雑音のモデルとして,

N =
Np

©
j=1

(
Dpj ◦ Uj

)
(4.34)

なるモデルを考える. ここで, Uj(·) = Uj (γj)Wj(·)W †
j Uj (γj)

† とし, Dpj
(pj < 1)は分極解消チャンネルと

した. 雑音のモデル N は, アンザッツを構成する各量子ゲート Uj(γj)が作用する度に, 分極解消チャンネル
Dpj

が作用するというモデルとなっている. すると, この雑音のモデルはの下でのコスト関数 C̃PQC (γ)は,

C̃PQC (γ) = Tr [ON (ρ)] (4.35)

で表せる. ここで, 命題 3.10より, U(·) = URPQC(γ)(·)URPQC(γ)† とし, p :=
∏Np

j=1 pj とすると,

N = Dp ◦ U (4.36)
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である. したがって, 雑音のモデル N の下でのコスト関数 C̃ (γ)は,

C̃PQC (γ) = Tr [O(Dp ◦ U) (ρ)] = pC (γ) +
1− p

2n
Tr [O] (4.37)

となる. |p| < 1 であるから, 雑音のモデル N の下でのコスト関数 C̃ (γ) は, 雑音がない場合のコスト関数
C (γ)に比べて, p倍縮小されることがわかる. このとき, 雑音のモデル N の下でのコスト関数 C̃ (γ)のパラ
メータ γj に関する勾配は, q := maxj=1,2,...,Np |pj | (< 1)として,∣∣∣∣∣∂C̃PQC (γ)

∂γj

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣p∂CRPQC (γ)

∂γj

∣∣∣∣ ≤ qNp

∣∣∣∣∂CRPQC (γ)

∂γj

∣∣∣∣ (4.38)

と評価できる. よって, Np = Ω (n)とすると, 雑音のモデル N の下でのコスト関数 C̃ (γ)の勾配の絶対値が,

雑音からの寄与 qNp により, 量子ビットの数 n に対して指数的に減衰していく. このように, 雑音の影響に
よって引き起こされる勾配消失問題を, noise-induced バレンプラトーと呼ぶ [27].

noise-induced バレンプラトーと定義 4.2 に定義したバレンプラトーは異なる概念であることに注意する.

定義 4.2に定義したバレンプラトーを, noise-induced バレンプラトーと区別して, noise-free バレンプラトー
ということもある. noise-freeバレンプラトーは, 図 4.8のように, パラメータ空間のほんとんどの領域コスト
関数の勾配が十分小さくなる現象であった. 一方で, noise-induced バレンプラトーは, 図 4.10のように, コ
スト関数全体が平坦になっていく現象である.
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第 5章

NISQデバイスの制約を超えた長時間発展シ
ミュレーション

5.1 はじめに
量子コンピュータは, その量子ビットの数 nに対して指数的に大きな O (2n)次元の情報を表現できる. 一
方, 古典コンピュータは, その古典ビットの数 nに対してO (n)次元の情報を表現できる. この量子コンピュー
タの持つ広大な空間が, 古典コンピュータでは実現不可能な程にサイズの大きい系の時間発展シミュレーショ
ンを実現する可能性を秘めている.

最も基本的な量子コンピュータ上での系の時間発展シミュレーションでは, トロッター分解によって系の時
間発展演子に対応する量子ゲートを量子コンピュータ上で実装する. しかしながら, トロッター分解に依る手
法では, シミュレーション時間に比例して, 必要な量子ゲートの深さが深くなる. つまり, 精度良く計算可能な
量子回路の深さが限られた NISQデバイス上での長時間の時間発展シミュレーションは困難である.

そこで, NISQ デバイス上での長時間の時間発展シミュレーションを可能にする, Restarted Quantum

Dynamics (RQD) と呼ばれるアルゴリズムが提案された [11]. RQD は, Fixed Input State Compiling

(FISC) [22, 23] と呼ばれる変分量子アルゴリズムを繰り返し用いる. 4.2.2 で述べたように, FISC とは, 量
子ビットの状態に作用するユニタリと同等の計算を行う量子ゲートを求める変分量子アルゴリズムであった.

RQDでは, FISCを用いて, 系の時間発展演子に対応する量子ゲートを NISQで実行可能な深さの量子ゲート
に近似する. こうして, NISQ上での長時間の時間発展シミュレーションが可能になることが期待される.

そこで, 本論文では, RQDを用いることで, 実際の量子コンピュータ上において, 2サイトの格子シュウィン
ガーモデル [35]の長時間の時間発展シミュレーションを実現した. 加えて, サイズの小さな系に対して, RQD

が単なるトロッター分解による時間発展シミュレーションに比べて有用であることを実証した. 本論文では,

さらに, 古典コンピュータ上でシミュレーション不可能な程にサイズの大きな格子シュウィンガーモデルに対
して, RQDが効率的に実行可能かを議論すべく, 粒子数保存アンザッツを用いた FISCのコスト関数の解析的
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な性質について調べた.

本章の構成は以下の通りである. 5.2 では, トロッター分解に依る時間発展シミュレーションについて述べ
る. 5.3では, RQDに依る時間発展シミュレーションについて述べる. 5.4では, RQDに依る格子シュウィン
ガーモデルの長時間発展シミュレーションをいかにして実現したかを述べる. 5.5では, サイズの小さな格子
シュウィンガーモデルに対する, トロッター分解と RQDに依る長時間発展シミュレーションの結果を述べる.

5.6では, サイズの大きな格子シュウィンガーモデルに対して, RQDに依る長時間発展シミュレーションが効
率的に実行できるかについて述べる. 5.7では, 本章で得られた結果について議論する.

5.2 トロッター分解
ハミルトニアン H で表される系の実時間発展を量子コンピュータ上で行うことを考える. 量子コンピュー
タ上でハミルトニアンを表現するために, 考えたい系のハミルトニアンをスピン系のハミルトニアン Hspin へ
と変換する. 系の初期状態 |ψ(0)〉を量子コンピュータ上で準備し, 時間発展演算子 e−iHspinT を量子ゲートに
マッピングすることができれば, 時間発展シミュレーションが可能になる. しかしながら, 量子コンピュータ上
では対象となる量子ゲートを, いくつかの基本ゲートに分解することで実装するので, 必ずしも時間発展演算
子 e−iHspinT それ自身を量子ゲートとして実装できるとは限らない.

そこで, e−iHspinT をトロッター分解と呼ばれる方法で, 近似的に複数の基本ゲートに分解することを考える.

トロッター分解では, まず, トロッターステップ数M として, e−iHspinT =
(
e−iHspin∆T

)M と分解する. そし
て, 時間 ∆T の時間発展演算子 e−iHspin∆T を量子ゲートに分解することを考える. さらに, ハミルトニアン
Hspin をHspin =

∑
iHi と分解する. ここで, 量子コンピュータ上で e−iHi∆T が実装できるようにハミルトニ

アンを分解する. もし, 全ての j, k に対して [Hj ,Hk] = 0であれば, e−iHspin∆T =
∏

i e
−iHi∆T が成り立つ.

しかしながら, 一般に [Hj ,Hk] 6= 0 (j 6= k)であり, このとき,

e−iHspin∆T =
∏
i

e−iHi∆T +O
(
(∆T )2

)
= Utrot (∆T ) +O

(
(∆T )2

)
(5.1)

が成り立つ [7]. ここで, e−iH∆T を O (∆t) のオーダーで近似した量子ゲートを Utrot (∆T ) :=
∏

i e
−iHi∆T

とした. すると,

e−iHspinT = (e−iHspin∆T )M = (Utrot (∆T ))M +O
(
(∆T )2

)
(5.2)

であるから, M 個の Utrot (∆T )を作用させることで, 欲しかった時間発展演算子 e−iHspinT を O (∆T )の精度
で, 量子コンピュータ上で実現できる.

トロッター分解によって, NISQデバイス上で時間 T = M∆T の実時間発展シミュレーションを, O ((∆T ))

の精度で行うことを考える. すると, M = T/∆T 個の量子ゲート Utrot (∆T )が必要となる. つまり, 図 5.1a

に示したように, トロッターステップ数M に比例して, 必要な量子ゲートの数が増えていく. よって, 計算可
能な量子ゲートの深さが限られている NISQ デバイスでは, トロッター分解による長時間の時間発展シミュ
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レーションの実現は難しいと言える. この問題を解決しうる, Restarted Quantum Dynamics (RQD)と呼ば
れる変分量子アルゴリズムを 5.3で述べる.

5.3 Restarted Quantum Dynamics

RQDは, 4.2.2で述べた FISCという変分量子アルゴリズムを繰り返し用いる. FISCとは, n量子ビットの
初期状態 |ψ0〉に作用する V と同等の計算を行う量子ゲートを求める目的で,

V |ψ0〉 = U (γ) |0〉⊗n
(4.21)

を満たす γ を変分的に求めるアルゴリズムであった. FISCでは,

Oglobal := − (|0〉 〈0|)⊗n
(5.3)

Olocal := − 1

n

n−1∑
j=0

I⊗j ⊗ |0〉 〈0| ⊗ I⊗n−j−1 (5.4)

として, Cglobal (γ) = Tr [Oglobal |ψ (γ)〉 〈ψ (γ)|], Clocal (γ) = Tr [Olocal |ψ (γ)〉 〈ψ (γ)|]の 2種類のコスト関
数が定義された. ここで, |ψ (γ)〉 := U (γ)

†
V |ψ0〉とした.

さて, RQDについて述べる. 初期状態 |ψ (0)〉 = W |0〉⊗n のハミルトニアンHspin で表される系の時間発展
シミュレーションを考える. RQDには 2つのステップ :

(S1) 時間発展演算子に対応する量子ゲートを FISCによって浅い量子ゲートに近似する
(S2) 近似した量子ゲートを用いて時間発展シミュレーションをする

がある. (S1) では, K トロッターステップごとに時間発展演算子を浅い量子ゲートに近似することを繰り返
す. まず, FISCによって, K トロッターステップの時間発展演算子 (Utrot (∆T ))K を U(γ̂1)に近似する. こ
こで, γ̂1 は (Utrot (∆T ))KW |0〉⊗n

= U(γ1) |0〉⊗n を満たすように最適化されたパラメータである. ただし,

FISCに用いる量子ゲート U(γ1)†(Utrot (∆T ))KW は, NISQが計算可能な量子ゲートの深さより浅くなけれ
ばならないことに注意する. こうして, 時刻K∆T の量子状態 |ψ(K∆T )〉を U(γ̂1) |0〉⊗n によって作り出すこ
とができる. 同様に, 時刻 2K∆T の量子状態 |ψ(2K∆T )〉を U(γ̂2) |0〉⊗n によって作り出す. これは, FISC

によって, (Utrot (∆T ))KU(γ̂1) |0〉⊗n
= U(γ2) |0〉⊗n を満たすように最適化されたパラメータ γ2 を求めれば

よい. この手続きを繰り返すことで, 時刻 3K∆T, 4K∆T, . . . における量子状態を生成するための浅い量子
ゲート U(γ̂3), U(γ̂4), . . . を用意することができる. そして, (S2)で, U(γ̂1), U(γ̂2), . . . を |0〉⊗n に作用させ
ることで, 時刻 K∆T, 2K∆T, . . . の状態をシミュレーションすることができる. ここで述べた RQDの一連
の手続きを 図 5.1b にまとめた. RQD において必要な量子ゲートの深さは, シミュレーション時間に依らな
い. したがって, RQDによって, NISQデバイス上の長時間発展シミュレーションを実現できる可能性がある.
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(a) トロッター分解による時間発展シミュレーション. シミュレーション時間に比例して, 必要な量子回路の深さが深くなる.

(b) RQD による時間発展シミュレーション. (S1) で時間発展演算子に対応する量子回路を浅い回路に近似したのち, (S2) で近似回路
を用いた時間発展シミュレーションを行う. 必要な量子回路の深さは, シミュレーション時間に依存しない.

図 5.1

5.4 方法
本論文では, RQD を用いて格子シュウィンガーモデルと呼ばれるモデルの時間発展シミュレーションを
行った. 本節では, 5.4.1で格子シュウィンガーモデルについて述べる. 続いて, 5.4.2で格子シュウィンガーモ
デルの時間発展演算子を粒子数保存アンザッツと呼ばれるアンザッツで近似することについて述べる. そして,

5.4.3でコスト関数の最適化に用いた逐次最小化アルゴリズムについて述べる.
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5.4.1 格子シュウィンガーモデル

格子ウィンガーモデルとは, 1次元空間格子上の量子電磁力学を記述し, 高エネルギー物理のための量子アル
ゴリズムのトイモデルとしてよく用いられる [73, 74, 75, 76, 77]. nを正の偶数として, 格子間隔 aの nサイ
トの格子ウィンガーモデルのハミルトニアン Hlat は,

Hlat = − i

2a

n−2∑
j=0

(
χ†
je

iθjχj+1 − χ†
j+1e

−iθjχj

)
+
g2a

2

n−2∑
j=0

L2
j +m

n−1∑
j=0

(−1)jχ†
jχj (5.5)

で与えられる. ここで, χj は第 j サイトの質量mのスタッガードフェルミオン [35]であり, 正準反交換関係

{χ†
j , χk} = δjk, {χj , χk} = 0 (5.6)

を満たす. 奇数サイトの非占有状態を電子の存在に, 偶数サイトの占有状態を陽電子の存在に対応させる. ま
た, Lj と θj は, 第 j サイトと第 j + 1サイトのリンク上のゲージ場とその共役運動量に対応し, 正準交換関係

[θj , Lk] = iδjk (5.7)

を満たす. さらに, フェルミオン場とゲージ場の相互作用の強さは結合定数 g で特徴付けらている.

ゲージ場の自由度 Lj と θj は, Hlat から取り除くことができる. まず, ガウスの法則

Lj − Lj−1 = χ†
jχj −

1− (−1)
j

2
(5.8)

を境界条件 L−1 = 0の下で解くと,

Lj =

j∑
k=0

(
χ†
kχk −

1− (−1)
k

2

)
(5.9)

となり, Lj をスタッガードフェルミオン χ0, χ1, . . . , χj を用いて書き表せる. さらに, スタッガードフェルミ
オンを正準反交換関係 (5.6)を保つように

χj →
j−1∏
k=0

e−iθkχj (5.10)

と再定義することで, θj の自由度をHlat から取り除くことができる. こうして, Hlat をスタッガードフェルミ
オンのみを用いて,

Hlat = − i

2a

n−2∑
j=0

(
χ†
nχn+1 − χ†

n+1χn

)
+
g2a

2

n−2∑
j=0

(
j∑

k=0

χ†
kχk −

1− (−1)
k

2

)2

+m

n−1∑
j=0

(−1)
j
χ†
jχj (5.11)

と書き直せる.

量子コンピュータ上でハミルトニアン Hlat を表現するためには, Hlat をスピン系の言葉で書き直す必要が
あった. ここでは, 正準反交換関係 (5.6)を保つように, ジョルダン・ウィグナー変換 [61]

χj →
Xj − iYj

2

j−1∏
k=0

(−iZk) (5.12)
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|0011>

図 5.2: 格子シュウィンガーモデルの状態と量子コンピュータ上での状態の対応. 偶数番目の量子ビットの |0⟩が陽電子の
存在に, 奇数番目の量子ビットの |1⟩ が電子の存在に対応する. ここで, サイトの添字, 量子ビットの添字は 0 オ
リジンとした.

によって, スタッガードフェルミオンをパウリ行列に書き直す. ここで, Xj := I⊗j ⊗ X ⊗ In−j−1, Yj :=

I⊗j ⊗ Y ⊗ In−j−1, Zj := I⊗j ⊗ Z ⊗ In−j−1 とした. すると, 奇数番目の量子ビットの |1〉が電子の存在に,

偶数番目の量子ビットの |0〉が陽電子の存在に対応する (図 5.2). この変換によって, Hlat をスピン系の言葉
で書き換えたハミルトニアン

Hspin =
1

4a

n−2∑
j=0

(XjXj+1 + YjYj+1) +
g2a

2

n−2∑
j=0

(
j∑

k=0

Zk + (−1)
k

2

)2

+
m

2

n−1∑
j=0

(−1)
j
Zj (5.13)

を得る. ここで, 本来Hspin に加わる恒等演算子に比例する項を書くことを省いた. 1サイトあたりの粒子の数
を数密度と呼ぶことにすると, 数密度 N は,

N =
1

2n

n−1∑
j=0

(
(−1)jZj + 1

)
(5.14)

で与えられる. また, 物理量 Q

Q =
1

2

n−1∑
j=0

Zj (5.15)

を定義すると, [Hspin, Q] = 0が成り立つので, Qは電荷となっている.

格子シュウィンガーモデル Hspin の時間発展演算子 e−iHspin∆T の量子ゲート Utrot (∆T ) への分解を考え
る. (5.13)で与えられた Hspin は,

HZ :=

n−1∑
j=0

αZ
j Zj with αZ

j :=
m (−1)

j

2
+
g2a

4

(⌊n
2

⌋
−
⌊
j

2

⌋)

HXY :=

n−2∑
j=0

αXY
j (XjXj+1 + YjYj+1) with αXY

j :=
1

4a

HZZ :=

n−3∑
j=0

n−2∑
k=j+1

αZZ
jk ZjZk with αZZ

jk :=
g2a

4
(n− k − 1)

(5.16)

を用いて,

Hspin = HZ +HXY +HZZ (5.17)

と表せる*1. ここで, 本来 Hspin に加わる恒等演算子に比例する項を書くことを省いた. そして, 1トロッター

*1 導出については, G.1を参照
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j RZ

(
2αZ

j ∆T
)

(a) e−iHZ∆T =
∏

j e
−iαZ

j ∆TZj の各項 e−iαZ
j ∆TZj の量子ゲートによる実装.

j H S • RX

(
2αXY

j ∆T
)
• S† H

j + 1 H S RZ

(
2αXY

j ∆T
)

S† H

(b) e−iHXY ∆T =
∏

j e
−iαXY

j ∆T (XjXj+1+YjYj+1) の各項 e−iαXY
j ∆T (XjXj+1+YjYj+1) の量子ゲートによる実装.

j • •

k RZ

(
2αZZ

jk ∆T
)

(c) e−iHZZ∆T =
∏

j,k e−iαZZ
jk ∆TZjZk の各項 e−iαZZ

jk ∆TZjZk の量子ゲートによる実装.

図 5.3: e−iHZ∆T , e−iHXY ∆T , e−iHZZ∆T の量子ゲートによる実装.

ステップの時間発展演算子を

Utrot (∆T ) := e−iHZ∆T e−iHXY ∆T e−iHZZ∆T (5.18)

=

n−1∏
j=0

e−iαZ
j ∆TZj

n−2∏
j=0

e−iαXY
j ∆T (XjXj+1+YjYj+1)

n−3∏
j=0

n−2∏
k=j+1

e−iαZZ
j ∆TZjZk

 (5.19)

とする. ここで, e−iHZ∆T , e−iHXY ∆T , e−iHZZ∆T はぞれぞれ 図 5.3a, 図 5.3b, 図 5.3cで表される量子ゲー
トを用いて実装できる. 一般に, トロッター分解によって, 系の対称性が必ずしも保たれるとは限らないことに
注意しなければならない. しかしながら, 今の場合, [Q,Utrot (∆T )] = 0であるから, Utrot (∆T )に依る時間発
展によって電荷 Qの保存則は保たれる.

5.4.2 アンザッツ: 粒子数保存アンザッツ

RQDが NISQの雑音下でも機能するためには, Utrot (∆T )を系の対称性を保存するアンザッツによって近
似することが必要である [11]. 本論文では, 格子シュウィンガーモデルの電荷 Qの保存則を実現するために,

粒子数保存アンザッツを用いた.

まず, n量子ビット系を記述する複素内積空間Hの部分空間Hn,m (m = 0, 1, . . . , n)を

Hn,m = span

{
n−1⊗
k=0

|ik〉 | ik ∈ {0, 1},
n−1∑
k=0

ik = m

}
(5.20)
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と定義し, mを粒子数と呼ぶ. すると, H =
⊕n

m=0Hn,m である. また, Hn,m は, n量子ビットのうち, m量
子ビットが |1〉, n−m量子ビットが |0〉となっている量子状態を正規直交基底として持つ. したがって, Hn,m

の次元 dn,m は nCm となる.

n サイト格子シュウィンガーモデルの電荷 Q の固有値 q の固有空間は, Hn,n2 −q である. これは, 次の
ように確かめられる. まず, q ≥ 0 とする. このとき, 電荷 q の系の状態は電子が k 個, 陽電子が q + k

個 (k = 0, 1, . . . , n2 − q)の状態の重ね合わせである. 今, 奇数番目の量子ビットの |1〉が電子の存在に, 偶数番
目の量子ビットの |0〉が陽電子の存在に対応させる描像をとっていることを思い出しておく. すると, 陽電子
が q + k 個, 電子が k 個の状態を量子ビット上で表現すると, 粒子数 k + (n/2− (q + k)) = n

2 − q の量子状態
となる. また, 陽電子が q + k 個, 電子が k 個の状態が張る空間の次元は, n

2
Ck · n

2
Cq+k であるから, 電荷 q の

固有空間の次元は,
∑n

2 −q

k=0
n
2

Cq+k · n
2

Ck = nCn
2 −q = dn,n2 −q である*2. 以上より, q ≥ 0のとき, 電荷 Qの固

有値 q の固有空間は, Hn,n2 −q であることが言えた. q < 0の場合も同様に示すことができる. したがって, 格
子シュウィンガーモデルの電荷 Qの保存則は, 量子ビット上の粒子数の保存則と言い換えることができる.

そこで, 量子ビット上の粒子数保存を満たす粒子数保存アンザッツと呼ばれるアンザッツを考える. 粒子数
保存アンザッツの最も単純なものは特に Aゲート [11]と呼ばれる. Aゲート A (θ, ϕ)は, 2量子ビットに作用
する量子ゲートで, 計算基底 {|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉}による行列表現

A (θ, ϕ) =


1 0 0 0

0 sin θ eiϕ cos θ 0

0 e−iϕ cos θ − sin θ 0

0 0 0 1

 (θ ∈ [0, 2π) , ϕ ∈ [0, 2π)) (5.21)

によって定義される. Aゲートは RY , RZ , CNOTゲートを用いて,

•

• RZ(−ϕ) RY (−θ) RY (θ) RZ(ϕ) •

のように構成できる. |00〉 や |11〉 に対して, A ゲートが作用しても状態は変化しない. 一方で, A ゲートは,

H2,1 の量子状態を H2,1 の量子状態に写す. したがって, |ψ〉 ∈ H2,m であれば, A (θ, ϕ) |ψ〉 ∈ H2,m である.

つまり, Aゲートは粒子数mを保存する量子ゲートと言える.

粒子数保存アンザッツは, Aゲートを複数用いることで実現できる. 形式的に, n量子ビットに作用する L

層の粒子数保存アンザッツ An,L (θ = (θl,i)l,i,ϕ = (ϕl,i)l,i)を

An,L (θ,ϕ) =

L−1∏
l=0

Ãn

(
(θl,i)

n−2
i=0 , (ϕl,i)

n−2
i=0

)
(5.22)

によって定義する. ここで, Ãn

(
(θl,i)

n−2
i=0 , (ϕl,i)

n−2
i=0

)は, 粒子数保存アンザッツ An,L (θ,ϕ)の第 l 層に対応

*2 xに関する恒等式∑n
j=0 nCjx

j = (x+ 1)n = (x+ 1)
n
2 (x+ 1)

n
2 =

∑n
2
j1=0

∑n
2
j2=0

n
2
Cj1 · n

2
Cj2x

j1+j2 の x
n
2
−q の係数を

見れば, nCn
2
−q =

∑n
2
−q

k=0
n
2
Cq+k · n

2
Ck を得る.
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し, n− 1個の Aゲートを用いて

A
(
θl,0, ϕl,0

)
A
(
θl,n/2, ϕl,n/2

)
A
(
θl,1, ϕl,1

)
...

...

A
(
θl,n−2, ϕl,n−2

)
A
(
θl,n/2−1, ϕl,n/2−1

)
のように分解される. 例えば, 4量子ビットに作用する 3層の粒子数保存アンザッツ An=4,L=3 (θ,ϕ)は

A (θ0,0, ϕ0,0) A (θ1,0, ϕ1,0) A (θ2,0, ϕ2,0)

A (θ0,2, ϕ0,2) A (θ1,2, ϕ1,2) A (θ2,2, ϕ2,2)

A (θ0,1, ϕ0,1) A (θ1,1, ϕ1,1) A (θ2,1, ϕ2,1)

となる. 粒子数保存アンザッツ An,L (θ,ϕ)は, 粒子数を保存する Aゲートのみから構成されているので, 粒
子数保存アンザッツ An,L (θ,ϕ)もまた粒子数を保存する. つまり, |ψ〉 ∈ Hn,m ならば, A (θ,ϕ) |ψ〉 ∈ Hn,m

である. したがって, 粒子数mの状態に粒子数保存アンザッツを作用させることで, パラメータ付きの粒子数
mの状態を作り出すことができる.

そこで, 量子回路の初期状態 |0〉⊗n に作用することで, 粒子数mとなる量子状態を作り出すゲートを考える.

量子ゲート Xn,m を,

Xn,m =

n−1⊗
j=0

στj (5.23)

とする. ここで, τj ∈ {0, 1}は,
∑n−1

j=0 τj = mを満たすとした. すると, Xn,m |0〉⊗n は粒子数 mの量子状態
となる. したがって, An,L (θ,ϕ)Xn,m |0〉⊗n は, 粒子数mのパラメータ付きの量子状態を表現できる.

さて, n サイト格子シュウィンガーモデルの初期状態 |ψ (0)〉 が, Q |ψ (0)〉 = q |ψ (0)〉 を満たすとすると,

初期状態は固有値 q の固有空間の元, つまり |ψ (0)〉 ∈ Hn,n2 −q である. 格子シュウィンガーモデルは電荷
Q を保存するので, 時刻 t > 0 の状態 |ψ(t)〉 もまた固有値 q の固有ベクトルで, |ψ (t)〉 ∈ Hn,n2 −q を満た
す. よって, |ψ(t)〉 を, ある θ̂ と ϕ̂ を用いて An,L(θ̂, ϕ̂)Xn,n2 −q |0〉⊗n に近似することができる. つまり,

An,L(θ,ϕ)Xn,n2 −q を RQDに用いるアンザッツとすれば良い.

5.4.3 オプティマイザー: 逐次最小化アルゴリズム

本論文では, FISC のコスト関数の最小化には逐次最小化アルゴリズムを用いた. 逐次最小化アルゴリズム
は, 収束が早く, 統計誤差に対して剛健な最適化アルゴリズムである [37]. また, 定理 4.1で示したように, 逐
次最小化アルゴリズムは雑音に対して剛健である.
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本論文で用いた逐次最小化アルゴリズムの詳細について述べる. 初期状態 |ψ (0)〉 が電荷 q の固有状態で
ある, n サイトの格子シュウィンガーモデルの時間発展を RQD によってシミュレーションすることを考え
る. ここで, 時刻 sK∆T の状態 |ψ(sK∆T )〉は, 既に用意できているとする. このとき, RQDによって, 時刻
(s+ 1)K∆T の状態 |ψ((s+ 1)K∆T )〉を作り出すには,

An,L (θs+1,ϕs+1)Xn,n2 −q |0〉⊗n
= (Utrot (∆T ))K |ψ((sK∆T ))〉 (5.24)

を満たす (θs+1,ϕs+1)を求める必要がある. 見やすさのため, 以下 θs+1, ϕs+1 をそれぞれ θ, ϕと書きかえる
と, これは, FISCのコスト関数

C (θ,ϕ) = Tr
[
X†

n,n2 −qAn,L (θ,ϕ)
† |ψ(sK∆T )〉 〈ψ(sK∆T )|An,L (θ,ϕ)Xn,n2 −qO

]
(5.25)

を最小化することで実現できる. ここで, O は Oglobal または Olocal とした.

第 tイテレーションにおけるパラメータの値を (θ(t) = (θ
(t)
l,i )l,i,ϕ

(t) = (ϕ
(t)
l,i )l,i)とする. このとき, コスト

関数のパラメータ (θ,ϕ) のある 1 つのパラメータ γl,i (γ ∈ {θ, ϕ}) に注目する. このとき, γl,i 以外のパラ
メータの値を γ(t) に固定したコスト関数を

C
(t)
γ,l,i (γl,i) :=


C (θ,ϕ)|

θl′,i′=θ
(t)

l′,i′ (for (l′,i′) ̸=(l,i)), ϕl′,i′=ϕ
(t)

l′,i′ (for all (l′,i′))
(γ = θ)

C (θ,ϕ)|
ϕl′,i′=ϕ

(t)

l′,i′ (for (l′,i′) ̸=(l,i)), θl′,i′=θ
(t)

l′,i′ (for all (l′,i′))
(γ = ϕ)

(5.26)

とする. このとき, C
(t)
γ,l,i (γl,i)は, 5つの実数 a

(t)
1 , a

(t)
2 , . . . , a

(t)
5 を用いて,

C
(t)
γ,l,i (γl,i) = a

(t)
1 sin 2γl,i + a

(t)
2 cos 2γl,i + a

(t)
3 sin γl,i + a

(t)
4 cos γl,i + a

(t)
5 (5.27)

と表せる. 5 つの実数 a
(t)
1 , a

(t)
2 , . . . , a

(t)
5 は, C

(t)
γ,l,i(γl,i) の独立な 5 点 γ1, γ2, . . . , γ5 の値 C

(t)
γ,l,i (γ1),

C
(t)
γ,l,i (γ2) , . . . ,C

(t)
γ,l,i (γ5)を推定することで求めることができる. 実際, 連立方程式

C
(t)
γ,l,i (γ1)

C
(t)
γ,l,i (γ2)

C
(t)
γ,l,i (γ3)

C
(t)
γ,l,i (γ4)

C
(t)
γ,l,i (γ5)


=



sin 2γ1 cos 2γ1 sin γ1 cos γ1 1

sin 2γ2 cos 2γ2 sin γ2 cos γ2 1

sin 2γ3 cos 2γ3 sin γ3 cos γ3 1

sin 2γ4 cos 2γ4 sin γ4 cos γ4 1

sin 2γ5 cos 2γ5 sin γ5 cos γ5 1





a
(t)
1

a
(t)
2

a
(t)
3

a
(t)
4

a
(t)
5


(5.28)

を解けば良い. ここで, C
(t)
γ,l,i (γ1) , C

(t)
γ,l,i (γ2) , . . . , C

(t)
γ,l,i (γ5)の推定には, 量子回路の測定回数が有限であるこ

とによる統計誤差や外界からの雑音の影響があることを注意しておく. こうして, C
(t)
γ,l,i(γl,i)の関数形を定め

ることができた. C
(t)
γ,l,i(γl,i)の定義域は有限区間 [0, 2π)なので, 力任せ探索 (brute force)*3によってその正確

な最小点を効率的に求めることができる. この力任せ探索による C
(t)
γ,l,i(γl,i)の最小化の手続きを, 全てのパラ

メータに注目して何度も繰り返すことで, コスト関数 C (θ,ϕ)の最小点を探索することができる. ここで述べ
た逐次最小化アルゴリズムの疑似コードを図 5.4に示した.

*3 力任せ探索とは, コスト関数の定義域をグリッド上に分割し, グリッドの各点におけるコスト関数の値を全て計算することで, コス
ト関数の最小点を求める手法のこと.
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Algorithm 3 粒子数保存アンザッツを用いた RQDにおける逐次最小化アルゴリズム
Require: コスト関数 C (θ,ϕ)は (5.25)で与えられたものとする.

1: パラメータの初期値 (θ(0) = (θ
(0)
l,i )l,i,ϕ

(0) = (ϕ
(0)
l,i )l,i)を定める.

2: while t < tmax do

3: for (γ, l, i) ∈ {θ, ϕ} × {0, 1, . . . , L− 1} × {0, 1, . . . , n− 2} do

4: for (γ′, l′, i′) ∈ {θ, ϕ} × {0, 1, . . . , L− 1} × {0, 1, . . . , n− 2} do

5: if (γ, l, i) = (γ′, l′, i′) then

6: 独立な 5点における C
(t)
γ,l,i (γl,i)の値を推定し, (5.27)の a

(t)
1 , a

(t)
2 , . . . , a

(t)
5 を求める.

7: γ
(t+1)
l,i ← arg min

γl,i

a
(t)
1 sin 2γl,i + a

(t)
2 cos 2γl,i + a

(t)
3 sin γl,i + a

(t)
4 cos γl,i + a

(t)
5

8: else

9: γ
(t+1)
l′,i′ ← γ

(t)
l′,i′

10: end if

11: end for

12: t← t+ 1

13: end for

14: end while

図 5.4: 粒子数保存アンザッツを用いた RQDにおける逐次最小化アルゴリズムの疑似コード.

5.5 時間発展シミュレーションの結果
5.5.1 シミュレータを用いた 4 サイト格子シュウィンガーモデルの時間発展シミュレー

ション

初期状態 |ψ(0)〉 が真空 (全てのサイト上に電子, 陽電子が存在しない状態) の 4 サイトの格子シュウィン
ガーモデルの時間発展シミュレーションを, トロッター分解とRQDの 2通りの方法で行った. シュウィンガー
モデルのモデルパラメータは, a = 0.5, g = 2, m = 0.5とし, 1トロッターステップの時間間隔 ∆T = π/30

とした. RQDにおいて, コスト関数は Cglobal あるいは Clocal を用いて, K = 1トロッターステップの時間発
展演算子をアンザッツ A4,2(θ,ϕ)(X ⊗ I)⊗2 (図 5.6a)に近似した. 量子計算部分において,

(a) 1量子回路あたりの測定回数∞の雑音なし量子コンピュータシミュレータ
(b) 1量子回路あたりの測定回数 106 の雑音なし量子コンピュータシミュレータ
(c) 1量子回路あたりの測定回数 106 の雑音あり量子コンピュータシミュレータ
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を用いて, 比較を行った. (c)で用いた雑音のモデルについては, G.2で述べた.

図 5.5上段では, 第 sK トロッターステップにおいて, 時間発展演算子をどの程度近似できているかを示し
ている. トロッター分解の場合, 忠実度 F (e−iHspinsK∆T |ψ(0)〉 , (Utrot (∆T ))sK |ψ(0)〉)を示している. RQD

の場合, 量子計算部分に (a), (b), (c)を用いた際に得られた (Utrot (∆T ))sK の近似 A4,2(θ̂s, ϕ̂s)(X ⊗ I)⊗2 に
対して, 忠実度 F (e−HspinsK∆T |ψ(0)〉 , A4,2(θ̂s, ϕ̂s)(X ⊗ I)⊗2 |0〉⊗4

)を示している. 図 5.5下段では, 各手法
を用いた際に得られた系の数密度の時間発展を示している.

図 5.5上段によれば, トロッター分解による時間発展演算子の近似の誤差は高々 0.003となっている. また,

雑音のない場合であれば, 1量子回路あたりの測定回数が有限回であったとしても, RQDによる時間発展演算
子の近似の誤差は高々 0.004となっている. これは, 雑音のない場合であれば, RQDの (S1)における回路の
近似を精度良く行うことができていることを示している. 一方,図 5.5c上段によれば, 雑音の影響のもとで, 1

量子回路あたりの測定回数が有限回であると, RQDによる時間発展演算子の近似の誤差は 0.01程度まで大き
くなる. これは, 雑音と統計誤差の影響で, 回路の近似の精度が悪くなることを示している. さらに, 回路の近
似を繰り返すごとに, その近似の精度が悪くなっていくこともわかる.

図 5.5下段によれば, 雑音の影響がなければ, トロッター分解, RQDともに理論値に沿った時間発展を示し
ている. しかしながら, 雑音の影響の下で, トロッター分解を用いた時間発展は, 時刻 > π/5の領域で理論値
から大幅にずれていく. これは, 用いる量子ゲートの数がシミュレーション時間に比例する分, 雑音の影響を大
きく受けるからである. 一方で, RQDの場合, 時刻 > π/5の領域であっても, 定性的には理論値に沿った結果
を得られている.

5.5.2 実機を用いた 2サイト格子シュウィンガーモデルの時間発展シミュレーション

初期状態 |ψ(0)〉 が真空 (全てのサイト上に電子, 陽電子が存在しない状態) の 2 サイトの格子シュウィン
ガーモデルの時間発展シミュレーションを, トロッター分解と RQD の 2 通りの方法で行った. シュウィ
ンガーモデルのモデルパラメータは, a = 0.5, g = 2, m = 0.5 とした. 1 トロッターステップの時間間隔
∆T = 3π/255 とした. RQD において, コスト関数は Cglobal を用いて, K = 3 トロッターステップをア
ンザッツ A2,1(θ,ϕ)(X ⊗ I) (図 5.6b) に近似した. さらに, 量子計算部分において, IBM Quantum Falcon

Processorの 1つである ibm lagosという量子コンピュータを用いた [4]. ここで, 1つの量子回路あたりの測
定回数は 819200とした.

図 5.7a に, 時刻 0.6π の時間発展をシミュレーションするのに用いた量子回路の深さとゲート数を示した.

実際に用いた量子回路の図は G.3に示した. トロッター分解による手法で用いた 715個の 1量子ビットゲー
ト, 102個の 2量子ビットゲートからなる量子回路を, RQDによって 11個の 1量子ビットゲート, 3個の 2量
子ビットゲートからなる量子回路に圧縮した.

図 5.7b に, 格子シュウィンガーモデルの数密度の期待値の時間発展シミュレーションの結果を示した. ト
ロッター分解に依る方法では, シミュレーション時間が長くなるにつれて数密度が 0.5に漸近していく. これ
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(a) 1 量子回路あたりの測定回数∞ の雑
音なし量子コンピュータシミュレー
タを用いた場合

(b) 1 量子回路あたりの測定回数 106 の
雑音なし量子コンピュータシミュ
レータを用いた場合

(c) 1 量子回路あたりの測定回数 106 の
雑音あり量子コンピュータシミュレー
タを用いた場合

図 5.5: 量子シミュレータを用いた 4 サイト格子シュウィンガーモデルの時間発展. トロッター分解による手法
と RQD による手法を比較した. 上段は, 時間発展演算子の近似誤差を表している. オレンジ色の点は,

(Utrot (∆T ))
sK |ψ(0)⟩と e−iHspinsK∆T |ψ(0)⟩の忠実度を表している. 上段の緑色, 紫色の点は, RQDによって

求めた (Utrot (∆T ))
sK |ψ(0)⟩ の近似 A4,2(θ̂, ϕ̂)(X ⊗ I)⊗2 |0⟩⊗4 と e−iHspinsK∆T |ψ(0)⟩ の忠実度を表してい

る. 下段は, 数密度の時間発展を示している. 青い線はハミルトニアン Hspin の厳密対角化により求まる理論値を
示している. オレンジ色の点はトロッター分解を用いた場合, 緑色, 紫色の点は RQDを用いた場合に対応してい
る.

は, シミュレーション時間に比例して量子ゲートの数が多くなることにより, 雑音の影響が大きくなっていき,

量子ビットの状態がやがて完全混合状態 I⊗2/4に漸近していくためであると考えられる. 実際, 完全混合状態
の下測定した数密度の期待値は 0.5である. 一方で, RQDに依る方法では, シミュレーション時間が長くなっ
ても, 定性的には理論値に沿った結果を得られている. これは, NISQ デバイスを用いた時間発展シミュレー
ションを実現する方法として, RQDが有用であることを示唆する結果となっている.

5.6 Restarted Quantum Dynamicsのスケーラビリティ
5.5において, 実際の NISQデバイス上でサイズの小さな系の長時間発展シミュレーションを行ったところ,

RQDがトロッター分解に比べて有用であることを確かめた. しかしながら, 古典コンピュータ上で時間発展
シミュレーションできないほどにサイズの大きな系に対して, RQDが現実的な時間で実行できることを実証
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X
A (θ0,0, ϕ0,0) A (θ1,0, ϕ1,0)

A (θ0,2, ϕ0,2) A (θ1,2, ϕ1,2)
X

A (θ0,1, ϕ0,1) A (θ1,1, ϕ1,1)

(a) 4サイト格子シュウィンガーモデルの RQDによる時間発展シミュレーションで用いたアンザッツ.

X
A (θ0,0, ϕ0,0)

(b) 2サイト格子シュウィンガーモデルの RQDによる時間発展シミュレーションで用いたアンザッツ.

図 5.6

手法 深さ
ゲート数

√
X X RZ CNOT

トロッター分解 563 306 0 409 102

RQD 15 4 1 6 3

(a) 時刻 0.6π のシミュレーションに用いた量子回路の深さと
ゲート数.
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(b) 数密度の時間発展. 青い線はハミルトニアン Hspin の厳密対
角化により求まる理論値を示している. オレンジ色の点はト
ロッター分解を用いた場合, 緑色の点は RQD を用いた場合
に対応している.

図 5.7: ibm lagos を用いた 2 サイト格子シュウィンガーモデルの時間発展. トロッター分解に依る手法と RQD に依る
手法を比較した.
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したわけではない. そこで, ここでは, 粒子数保存アンザッツを用いた格子シュウィンガーモデルの RQDに注
目して, 系のサイズに関するスケーラビリティについて議論する. 簡単のため, NISQデバイスによる雑音の影
響はないとする.

RQDを含め, 変分量子アルゴリズムのボトルネックのひとつは, コスト関数の最適化に要する時間計算量で
ある [12]. 4.3で述べたように, コスト関数がバレンプラトーとなるような変分量子アルゴリズムはスケーラ
ブルではない. そこで, 本研究で用いたコスト関数の性質について考える. 本研究では, 電荷 q の初期状態を,

量子コンピュータ上の粒子数m = n
2 − q の状態にマッピングした. その後, 時間発展演算子に対応するゲート

を近似する際に, (5.25)で定義された FISCのコスト関数

Cglobal (θ,ϕ) = Tr
[
X†

n,mAn,L (θ,ϕ)
† |ψ(sK∆T )〉 〈ψ(sK∆T )|An,L (θ,ϕ)Xn,mOglobal

]
(5.29)

Clocal (θ,ϕ) = Tr
[
X†

n,mAn,L (θ,ϕ)
† |ψ(sK∆T )〉 〈ψ(sK∆T )|An,L (θ,ϕ)Xn,mOlocal

]
(5.30)

を最適化した. こうして, 時刻 (s + 1)K∆T における系の状態 |ψ((s+ 1)K∆T )〉を, 電荷 q の固有状態から
なる集合

{An,L(θ,ϕ)Xn,m |0〉⊗n}θ,ϕ ⊂ Hn,m (5.31)

の中から探索した.

後に示す系 6.7より, これらのコスト関数のアンザッツのパラメータ γ ∈ {θ := θl,i, ϕ := ϕl,i}に関する勾
配について, アンザッツがユニタリ 2 - デザインとなるほどに深いという仮定の下,

Eθ,ϕ

[
∂Cglobal(θ,ϕ)

∂γ

]
= 0, Vθ,ϕ

[
∂Cglobal(θ,ϕ)

∂γ

]
=

0 (m = 0, n)
4bγdn−2,m−1

dn,m(dn,m+1)2 (m = 1, 2, . . . , n− 1)
(5.32)

Eθ,ϕ

[
∂Clocal(θ,ϕ)

∂γ

]
= 0, Vθ,ϕ

[
∂Clocal(θ,ϕ)

∂γ

]
=

0 (m = 0, n)
16bγd

2
n−2,m−1m(n−m)

(dn,m+1)(d2
n,m−1)n3 (m = 1, 2, . . . , n− 1)

(5.33)

が成り立つ. ここで, bθ = 1, bϕ = 0とした. (5.32), (5.33)から, コスト関数の勾配の性質は粒子数m = n
2 −q,

つまり初期状態の電荷 q に依存することがわかる. 例えば, 電荷 q = n
2 − 2の初期状態の時間発展に興味があ

るとする. このとき, コスト関数の勾配の分散は V [∂γCglobal] = O(n−5), V [∂γClocal] = O(n−6)にスケール
するので, バレンプラトーは起きない. 一方, 電荷 q = 0 の初期状態の時間発展に興味があるとする. このと
き, コスト関数の勾配の分散は V [∂γCglobal] = O(n4−n), V [∂γClocal] = O(n−1/22−n)にスケールするので,

バレンプラトーが起きる. したがって, 本論文で用いた RQDの系のサイズに関するスケーラビリティは, 初期
状態の電荷 q に依ることがわかる.

このことは, 電荷 Qの固有値 q の固有空間の次元 dn,m と合わせて理解することもできる. (5.32), (5.33)よ
り, コスト関数の勾配の分散は, おおよそ 1/poly(dn,m)でスケールする. 図 5.8に, d100,m とコスト関数の勾
配の分散との関係を示した. すると, dn,m が大きくになるにつれて, コスト関数の勾配の分散は小さくなるこ
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図 5.8: n = 100 のとき, (5.32), (5.33) で述べたコスト関数の勾配の分散と dn,m の関係. dn,m が大きくになるにつれ
て, コスト関数の勾配の分散は小さくなる.

とがわかる. したがって, ユニタリ 2 - デザインとなる粒子数保存アンザッツが作り出す試行状態全体の空間
{An,L(θ,ϕ)Xn,m |0〉⊗n}θ,ϕ を含む空間 Hn,m の次元 dn,m が大きい程, コスト関数の勾配の分散は小さくな
るので, コスト関数の平坦な領域が大きくなり, その最適化が難しくなることが予想される.

ここまで, 粒子数保存アンザッツがユニタリ 2 - デザインとなるほど十分な表現能力を持つ仮定の下で議論
してきた. より一般には, 後に示す系 6.8にチェビシェフの不等式を用いることで, アンザッツが豊かな表現能
力を持つほど, コスト関数の平坦な領域が大きくなり, その最適化が難しくなることが予想される.

5.7 議論
本章では, 実際の量子コンピュータ上において, NISQ デバイスの制約を超えた長時間発展シミュレーショ
ンを実現した. そのために, RQD という変分量子アルゴリズムを用いた. 物理系としては, 格子シュウィン
ガーモデルを用いた. NISQデバイスの雑音の下でも RQDが機能するように主に以下の 2点を工夫した. 第
1に, 格子シュウィンガーモデルの電荷 Qの保存を保つように, 時間発展演算子を粒子数保存アンザッツに近
似をした. 第 2に, FISCのコスト関数の最小化のためのオプティマイザーには, 雑音と統計誤差に対して剛健
な逐次最小化アルゴリズムを用いた. こうして, サイズの小さな系に対して, RQDがトロッター分解による長
時間発展シミュレーションに比べて有用であることを実機を用いて実証した.

RQDによる時間発展シミュレーションを NISQデバイス上でさらに精度良く行うためには, 更なる改善が
必要である. 第 1に, トロッター分解の精度の改善である. 本論文では, (5.1)のように 1次のオーダーでのト
ロッター分解を考えたが, より高次のトロッター分解 [7, 78]を考えることもできる. 第 2に, 時間発展演算子
を近似するアンザッツに関する改善である. 本論文では, 電荷の保存則を実現するアンザッツを用いたが, 系の
対称性に関する情報をさらに盛り込んだアンザッツを用いることが望まれる. こうして, NISQデバイスの雑
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音の影響を抑えるだけでなく, 後述するようにバレンプラトーの影響を緩和することができる. 第 3に, コス
ト関数のオプティマイザーの改善である. 本論文では, 統計誤差や単純な雑音なモデルに対して剛健な逐次最
小化アルゴリズムを用いた. それでもなお, 雑音と統計誤差によって, 時間発展演算子の近似の誤差が大きくな
ることを観測した. したがって, より優れたオプティマイザーが必要である. 第 4に, ハードウエアレベルでの
量子ゲートの精度の改善である. 例えば, マイクロ波パルス制御 [79]によって, より高精度な量子ゲートの実
装が期待される.

本章では, さらに, 後の 6.4 で示す結果を用いて, NISQ デバイスの雑音がないという仮定のもと, 本論文
で用いた RQD の系のサイズに関するスケーラビリティについて解析した. 時間発展演算子の近似に用いる
FISC のコスト関数 Cglobal, Clocal がバレンプラトーであるか否かは系の初期状態の電荷 q に依存し, 電荷 q

の固有空間の次元が大きくなるほどにその最適化が難しくなりうることを導いた. ただし, この主張は, 粒子数
保存アンザッツがユニタリ 2 - デザインとなる程に深いという仮定のもとで導き出された. より一般には, 粒
子数保存アンザッツの表現能力が豊かであるほど, コスト関数の最適化が難しくなることが導かれた.

RQDの系のサイズに関するスケーラビリティを改善する一つの方法は, アンザッツの表現能力を抑えるこ
とである. 例えば, 粒子数保存アンザッツの層数を小さくすることでアンザッツの表現能力を抑えることはで
きる [39]. しかしながら, このように単にアンザッツの表現能力を抑えるだけでは, 目的の状態を完全に表現
できるとは限らない. 一方, 電荷 Qの保存則だけではなく, 更なる系の対称性を考慮したアンザッツを設計す
ることで, 物理系の状態を表現するだけの表現能力を保ちつつアンザッツの表現能力を抑えることができよう.

こうして, バレンプラトーの影響を緩和することができる.
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第 6章

変分量子アルゴリズムのコスト関数の勾配
の性質

6.1 はじめに
4.3で述べたように, 変分量子アルゴリズムには, バレンプラトーと呼ばれる問題が起こりうるのであった.

バレンプラトーは, 次のように定義された.

定義 4.2 Γ-値確率変数 γ は一様分布に従うとする. n 量子ビットの変分量子アルゴリズムのコスト関数を
C : Γ 3 γ 7→ C (γ) ∈ Rとし, コスト関数 C は C1 級とする. このとき, C (γ)がパラメータ γj に関してバレ
ンプラトーであるとは, パラメータ γj に関するコスト関数の 1階微分の ∂γj

C (γ)の期待値が 0で，分散があ
る b > 1を用いて O (b−n)でスケールすること. つまり,

Eγ

[
∂C (γ)

∂γj

]
= 0, Vγ

[
∂C (γ)

∂γj

]
= O

(
b−n

)
(6.1)

となることをいう.

したがって, 変分量子アルゴリズムのコスト関数がバレンプラトーであるか否かを議論するには, コスト関
数の勾配の期待値や 2次モーメントを評価すれば良い.

本章では, コスト関数が,

C(γ) = Tr
[
OU(γ)ρU(γ)†

]
(6.2)

と表せる変分量子アルゴリズムについて考える. ここで, ρは密度演算子, O はエルミート演算子, U(γ)はア
ンザッツとした. 一般に, コスト関数の性質は ρ, O, アンザッツ U(γ)の構造に依存するが, ここでは特にアン
ザッツの構造に注目して考える. 例えば, Random parametrized quantum circuit (RPQC) や Hamiltonian

Variational Ansatz (HVA)と呼ばれる構造を持つアンザッツを用いた変分量子アルゴリズムのコスト関数の
勾配の性質については, すでに知られている [25, 38, 39]. そこで, 本論文では, アンザッツの構造に依存しな
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いコスト関数の勾配の普遍的な性質を導いた. さらに, 新たに導かれた普遍的な性質をもとに, 粒子数保存アン
ザッツを用いたコスト関数の性質を導いた.

本章の構成は以下の通りである. 6.2では, 変分量子アルゴリズムのコスト関数の勾配の満たす普遍的な性質
を述べる. 6.3では, 6.2で導いた普遍的な性質が, 従来の研究で知られていた RPQCを用いたコスト関数に関
する性質を再現することを確かめる. 6.4では, 6.2で導いた普遍的な性質をもとに導かれた, 粒子数保存アン
ザッツを用いたコスト関数の解析的な性質を述べる. 6.5では, 粒子数保存アンザッツを用いた変分量子アルゴ
リズムに関する種々の数値計算の結果を示し, 6.4で述べた解析的な結果と絡めて数値計算の結果を議論する.

6.6では, 本章で得られた結果について議論する.

6.2 主結果
6.2.1 問題設定

Hを d次元複素内積空間とし, Γ ⊂ RNp とする. ここでは, コスト関数 C : Γ→ Rとして,

C
(
γ = (γ1, γ2, . . . , γNp)

)
= Tr

[
OU (γ) ρU (γ)

†
]

(6.3)

を考える. ここで, ρ ∈ S (H) は密度演算子, O ∈ L (H) はエルミートとし, U : Γ → U (d) はアンザッツ
とした. このとき, γ := γi に関する勾配 ∂γC (γ) について考えていく. そのために, アンザッツ U (γ) を
U (γ) = UL (γL)UM (γM )UR (γR)のように, 3つのユニタリ UR (γR), UM (γM ), UL (γL)に分解すること
を考える. ここで, γR, γM , γL は同じ添字のパラメータを持たないように分解を行った. また, γM は γ に依
存するが, UR (γR)と UL (γL)は γ に依存しないように分解を行った. このとき, コスト関数 C (γ)は,

C (γ) = Tr
[
UL (γL)

†
OUL (γL)UM (γM )UR (γR) ρUR (γR)

†
UM (γM )

†
]

(6.4)

と表せるから, γ に関する勾配は,

∂C (γ)

∂γ
= Tr

[
UL (γL)

†
OUL (γL)UM,γ (γM )UR (γR) ρUR (γR)

†
UM (γM )

†
]

(6.5)

+ Tr
[
UL (γL)

†
OUL (γL)UM (γM )UR (γR) ρUR (γR)

†
UM,γ (γM )

†
]

(6.6)

と表せる. ここで,

UM,γ (γM ) :=
∂UM (γM )

∂γ
(6.7)

とした. 以後, 見やすさのため, UM (γM ), UM (γM )
† などを UM , U †

M と表す.

バレンプラトーに関する議論をするには, コスト関数の勾配 ∂γC(γ = (γR,γM ,γL))の期待値や 2次モー
メントを評価する必要があった. そこで, γR, γM , γL を, それぞれ分布 νR, νM , νL に従う確率変数として，
コスト関数の勾配の期待値や 2次モーメントを評価していけばよい.
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複素内積空間 H は, 必ずしも n 量子ビット (C2)⊗n である必要はなく, その部分空間でも良い. なぜなら,

アンザッツの作用が影響する空間は必ずしも n量子ビット全体とは限らないからである. 実際, 6.4で述べる
粒子数保存アンザッツは, n量子ビットの部分空間にだけ影響を及ぼす.

6.2.2 結果

確率変数 UR (γR), UL (γL)がユニタリ 2 - デザインとなる程に十分な表現能力を持つとき, コスト関数の
勾配 ∂γC (γ)の期待値と分散は, 次の定理 6.1のように計算できる. 証明は付録 H.2に述べた.

定理 6.1 (6.4)で定義されたコスト関数 C (γ)を考える. このとき, 確率変数 UR (γR), UL (γL)がユニタリ 2

- デザインであるならば, コスト関数の勾配の期待値は,

Eγ

[
∂C (γ)

∂γ

]
= 0 (6.8)

となり, 分散は,

Vγ

[
∂C (γ)

∂γ

]
=

2d∆
(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2

∫
νM (dγM )

Tr
[
UM,γU

†
M,γ

]
−

∣∣∣Tr
[
UM,γU

†
M

]∣∣∣2
d

 (6.9)

となる. ここで, X ∈ L (H)に対して,

∆
(2)
d (X) := Tr

[
X2
]
− Tr [X]

2

d
(6.10)

とした.

次に, 確率変数 UR (γR), UL (γL)がユニタリ 2 - デザインであるという仮定を外し, より一般にコスト関数
の勾配に関する性質を考える. そこで, UR (γR), UL (γL)の分布とハール分布との差を表現するような線型演
算子 A(t)

UR(γR),νR
: L (H⊗t)→ L (H⊗t), A(t)

UL(γL)†,νL
: L (H⊗t)→ L (H⊗t)を

A(t)
UR(γR),νR

(·) :=

∫
U(d)

µH (dV )V ⊗t (·) (V †)⊗t −
∫
νR (dγR) (UR (γR))⊗t (·) (UR (γR)

†
)⊗t (6.11)

A(t)

UL(γL)†,νL
(·) :=

∫
U(d)

µH (dV ) (V †)⊗t (·)V ⊗t −
∫
νL (dγL) (UL (γL)

†
)⊗t (·) (UL (γL))⊗t (6.12)

と定義する. すると, コスト関数の勾配 ∂γC (γ)の期待値と 2次モーメントは, 次の命題 6.2のように計算で
きる. 証明は付録 H.3に述べた.

命題 6.2 (6.4)で定義されたコスト関数 C (γ)を考える. このとき, コスト関数の勾配の期待値は,

Eγ

[
∂C (γ)

∂γ

]
=

∫
νM (dγM )

∂

∂γ
Tr
[
A(1)

UL(γL)†,νL
(O)UMA(1)

UR(γR),νR
(ρ)U†

M

]
(6.13)
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であり, 勾配の 2次モーメントは,

Eγ

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]
− vγ (ρ,O) = −

2∆
(2)
d (ρ)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) Tr

[
A(2)

UL(γL)†,νL

(
O⊗2

)
GJ1

]
−

2∆
(2)
d (O)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) Tr

[
A(2)

UR(γR),νR

(
ρ⊗2

)
GJ2

]
+

∫
νM (dγM ) Tr

[
J1
(
A(2)

UL(γL)†,νL

(
O⊗2

))
A(2)

UR(γR),νR

(
ρ⊗2

)]
(6.14)

である. ここで,

vγ (ρ,O) :=
2d∆

(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2

∫
νM (dγM )

Tr
[
UM,γU

†
M,γ

]
−

∣∣∣Tr
[
UM,γU

†
M

]∣∣∣2
d

 (6.15)

とし, 線型演算子 J1 : L
(
H⊗2

)
→ L

(
H⊗2

)
, J1 : H⊗2 → H⊗2, J2 : H⊗2 → H⊗2 を,

J1 (·) := (U†
M )⊗2 (·)U⊗2

M,γ + (U†
M,γ)⊗2 (·)U⊗2

M + 2(U †
M ⊗ U

†
M,γ) (·) (UM,γ ⊗ UM ) (6.16)

J1 := (UM ⊗ UM,γ)(U†
M ⊗ U

†
M,γ)− (UM,γ ⊗ UM )(U†

M ⊗ U
†
M,γ) (6.17)

J2 := (U†
M,γ ⊗ U

†
M )(UM,γ ⊗ UM )− (U†

M ⊗ U
†
M,γ)(UM,γ ⊗ UM ) (6.18)

とした. また, Hの正規直交基底 {|i〉}di=1 に対して, G ∈ L
(
H⊗2

)を,

G |i〉 ⊗ |j〉 = |j〉 ⊗ |i〉 (6.19)

で定義した.

命題 6.2 において, 確率変数 UR (γR), UL (γL) がユニタリ 2 - デザインであるとすると, A(1)
UR(γR),νR

,

A(1)

UL(γL)†,νL
, A(2)

UR(γR),νR
, A(2)

UL(γL)†,νL
が零写像になるから,

Eγ

[
∂C (γ)

∂γ

]
= 0, Eγ

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]

= vγ (ρ,O) (6.20)

を得る. これは, 確率変数 UR (γR), UL (γL)がユニタリ 2 - デザインであるとした場合に導かれた定理 6.1の
結果と一致している.

命題 6.2 を用いて, コスト関数の勾配の 2 次モーメントをアンザッツの表現力によって評価すること
ができる. 4.1.2 で述べたように, アンザッツ UR(γR), UL(γL) の表現力は, ϵ

(t)
R :=

∥∥∥A(t)
U(γR),νR

(ρ⊗t)
∥∥∥
2
,

ϵ
(t)
L :=

∥∥∥A(t)

U(γL)†,νL
(O⊗t)

∥∥∥
2
や ⋄
ϵ
(t)

R :=
∥∥∥A(t)

U(γR),νR

∥∥∥
⋄
,
⋄
ϵ
(t)

L :=
∥∥∥A(t)

U(γL)†,νL

∥∥∥
⋄
と定義された. このとき, 次の

定理 6.3が成立する. 証明は付録 H.4に述べた.

定理 6.3 (6.4) で定義されたコスト関数 C (γ) を考える. このとき, コスト関数の勾配の 2 次モーメントを,

アンザッツの表現力を用いて,∣∣∣∣∣Eγ

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]
− vγ (ρ,O)

∣∣∣∣∣ ≤ 2ϵ
(2)
R ϵ

(2)
L

∫
νM (dγM )

(
‖UM,γ‖22 +

√
d
∥∥∥U †

M,γUM,γ

∥∥∥
2

)
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+
2ϵ

(2)
L ∆

(2)
d (ρ)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) ‖J1‖2 +

2ϵ
(2)
R ∆

(2)
d (O)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) ‖J2‖2

(6.21)∣∣∣∣∣Eγ

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]
− vγ (ρ,O)

∣∣∣∣∣ ≤ 4
⋄
ϵ
(2)

R

⋄
ϵ
(2)

L ‖O‖
2
1

∫
νM (dγM ) ‖UM,γ‖2∞

+
2
⋄
ϵ
(2)

L ∆
(2)
d (ρ) ‖O‖21
d2 − 1

∫
νM (dγM ) ‖J1‖∞ +

2
⋄
ϵ
(2)

R ∆
(2)
d (O)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) ‖J2‖∞

(6.22)

と評価できる.

ν を確率変数 γ の一様分布とする. すると, (6.21)に, チェビシェフの不等式を用いることで, 任意の δ > 0

に対して,

ν

(∣∣∣∣∂C (γ)

∂γ

∣∣∣∣ ≥ δ) ≤ 1

δ2

(
vγ (ρ,O) + a1ϵ

(2)
R ϵ

(2)
L + a2ϵ

(2)
L + a3ϵ

(2)
R

)
(6.23)

を得る. ここで,

a1 := 2

∫
νM (dγM )

(
‖UM,γ‖22 +

√
d
∥∥∥U†

M,γUM,γ

∥∥∥
2

)
≥ 0 (6.24)

a2 :=
2∆

(2)
d (ρ)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) ‖J1‖2 ≥ 0 (6.25)

a3 :=
2∆

(2)
d (O)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) ‖J2‖2 ≥ 0 (6.26)

とした. (6.23)は, アンザッツの表現力 ϵ
(2)
R , ϵ

(2)
L が小さくなると, コスト関数の勾配の大きさが δ 以上の領域

の面積が小さくなることを示している. 言い換えれば, コスト関数の勾配の大きさが δ 未満の平坦な領域の面
積が大きくなりうることを示している. したがって, アンザッツの表現能力の豊かさが, 変分量子アルゴリズム
のコスト関数の最適化を難しくする要因だと言える. これは, (6.21)にチェビシェフの不等式を作用させて得
られた帰結であるが, (6.22)にチェビシェフの不等式を作用させても同様の主張を得る.

6.3 Random parametrized quantum circuit を用いたコスト関数の性質
定理 6.1, 命題 6.2, 定理 6.3で得られたコスト関数の勾配に関する解析的な性質は, あらゆるアンザッツに
対して成立する. そこで, RPQCという特定のクラスのアンザッツに対して先の定理を適用し, 変分量子アル
ゴリズムのコスト関数に関する解析的な性質を導く. そして, すでによく知られている RPQCを用いたコスト
関数の性質 [25, 39]を再現することを確かめる.
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6.3.1 問題設定

(4.2)で定義した, n量子ビットに作用するアンザッツとして URPQC : [0, 2π)Np → U (2n)

URPQC (γ) =

Np∏
j=1

Uj (γj)Wj (6.27)

を考える. ここで, Wj はパラメータを持たない量子ゲートとし, Uj (γj)は V 2
j = I を満たすエルミート Vj を

用いて, Uj (γj) := exp [−iγjVj ]とした. このとき, コスト関数

CRPQC (γ) = Tr
[
OURPQC(γ)ρURPQC(γ)†

]
(6.28)

のパラメータ γ := γj に関する勾配の解析的な性質を考える. そこで, 確率変数 γR := (γ1, γ2, . . . , γj−1)

は [0, 2π)j−1 上の一様分布 νR, 確率変数 γj は [0, 2π) 上の一様分布, 確率変数 γL := (γj+1, γj+2, . . . , γNp
)

は [0, 2π)Np−j 上の一様分布 νL に従うとする. すると, UR(γR) := Wj

∏j−1
j′=1 Uj′ (γj′)Wj′ , UL(γL) :=∏Np

j′=j+1 Uj′ (γj′)Wj′ は, U (2n)-値確率変数である.

6.3.2 結果

アンザッツ UR(γR), UL(γL)がユニタリ 2 - デザインである程に十分な表現能力を持つとすると, 定理 6.1

から, コスト関数の勾配の性質について系 6.4が導かれる. 証明は付録 H.5に述べた. 系 6.4は, [25, 39]の結
果を再現している.

系 6.4 (6.28)で定義されたコスト関数 CRPQC(γ)を考える. UR(γR), UL(γL)がユニタリ 2 - デザインであ
るならば,

Eγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
= 0, Vγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
=

2n+1∆
(2)
2n (ρ) ∆

(2)
2n (O) ∆

(2)
2n (Vj)

(4n − 1)2
(6.29)

が成立する.

命題 6.2, 定理 6.3を用いることで, 系 6.5で述べるように, コスト関数の勾配の性質をアンザッツの表現力
ϵ
(2)
R :=

∥∥∥A(2)
U(γR),νR

(
ρ⊗2

)∥∥∥
2
, ϵ

(2)
L :=

∥∥∥A(2)

U(γL)†,νL

(
O⊗2

)∥∥∥
2
や ⋄
ϵ
(2)

R :=
∥∥∥A(2)

U(γR),νR

∥∥∥
⋄
,
⋄
ϵ
(2)

L :=
∥∥∥A(2)

U(γL)†,νL

∥∥∥
⋄

と関係付けることができる. 証明は付録 H.6に述べた.

系 6.5 (6.28)で定義されたコスト関数 CRPQC(γ)を考える. コスト関数の勾配の期待値は,

Eγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
= 0 (6.30)

であり, 分散とアンザッツの表現力に関して,

∣∣∣∣Vγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
− vγ(ρ,O)

∣∣∣∣ ≤ 4ϵ
(2)
R ϵ

(2)
L +

√
2n+3∆

(2)
2n (Vj)

4n − 1

(
ϵ
(2)
R ∆

(2)
2n (O) + ϵ

(2)
L ∆

(2)
2n (ρ)

)
(6.31)
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∣∣∣∣Vγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
− vγ (ρ,O)

∣∣∣∣ ≤ 4

⋄
ϵ
(2)

R

⋄
ϵ
(2)

L ‖O‖
2
1 +

⋄
ϵ
(2)

L ∆
(2)
2n (ρ) ‖O‖21 +

⋄
ϵ
(2)

R ∆
(2)
2n (O)

4n − 1

 (6.32)

が成り立つ. ここで,

vγ(ρ,O) :=
2n+1∆

(2)
2n (ρ) ∆

(2)
2n (O) ∆

(2)
2n (Vj)

(4n − 1)2
(6.33)

とした.

(6.32) は, (6.22) の系として即座に得られる. 一方で, (6.31) は, Uj(γj) の具体的な構造を用いることで,

(6.21)より強い不等式を導いた. 系 6.5は [39]の結果を再現しており, 特に (6.31)は [39]の結果より強い不
等式となっている.

6.4 粒子数保存アンザッツを用いたコスト関数の性質
6.4.1 問題設定

n量子ビットHに作用する L層の粒子数保存アンザッツ An,L : [0, 2π)2(n−1)L → U (2n)は,

An,L (θ = (θl,i)l,i,ϕ = (ϕl,i)l,i) =

L−1∏
l=0

Ãn

(
(θl,i)

n−2
i=0 , (ϕl,i)

n−2
i=0

)
(6.34)

によって定義された. ここで, Ãn

(
(θl,i)

n−2
i=0 , (ϕl,i)

n−2
i=0

)は, 粒子数保存アンザッツ An,L (θ,ϕ)の第 l 層に対
応し, n− 1個の Aゲートを用いて

A
(
θl,0, ϕl,0

)
A
(
θl,n/2, ϕl,n/2

)
A
(
θl,1, ϕl,1

)
...

...

A
(
θl,n−2, ϕl,n−2

)
A
(
θl,n/2−1, ϕl,n/2−1

)
のように分解される. ここでは, 粒子数保存アンザッツを用いた変分量子アルゴリズムのコスト関数

C (θ,ϕ) = Tr
[
OAn,L (θ,ϕ)

†
ρAn,L (θ,ϕ)

]
(6.35)

を考える. ここで, ρはm粒子数の n量子ビットの量子状態とした. 粒子数保存アンザッツ An,L (θ,ϕ)は A

ゲートから成るが, そのうちの 1 つの A ゲート A (θl,i, ϕl,i) に注目し, γ ∈ {θ := θl,i, ϕ := ϕl,i} に関するコ
スト関数の勾配を考える. そのために, 図 6.1のように, An,L (θ,ϕ)を UR(γR), UM (γM ) := A(θ, ϕ)⊗ IHĀ

,

UL(γL)と 3つの部分に分解して考える. ここで, IHĀ
は, Aゲート A(θ, ϕ)が作用しない量子ビットに作用す

る恒等演算子とした.
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UM (γM )

UR(γR) UL(γL)
An,L (θ,ϕ) =

A(θ, ϕ)

_ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

_ _ _ _ _ _

図 6.1: 粒子数保存アンザッツ An,L (θ,ϕ)の UR(γR), UM (γM ) , UL(γM )への分解.

A ゲートは粒子数を保存するので, A ゲートのみから成る UR(γR), UM (γM ), UL(γM ) もまた粒子数を
保存する. よって, 入力状態 ρ の粒子数が m である, つまり ρ ∈ S (Hn,m) ならば, Hn,m に作用する成分
U

(m)
R (γR) := Pn,mUR(γR)P †

n,m, U
(m)
M (γM ) := Pn,mUM (γM )P †

n,m, U
(m)
L (γL) := Pn,mUL(γL)P †

n,m だけ考
えれば良い. ここで, 演算子 Pn,m : H → Hn,m を

Pn,m =
∑

{(i0,i1,...,in−1)|ik∈{0,1},
∑k=n−1

k=0 ik=m}
|i0, i1, ..., in−1〉 〈i0, i1, ..., in−1| . (6.36)

とした. したがって, コスト関数 (6.35)のHn,m に作用する成分

C (θ,ϕ) = Tr
[
O(m)U

(m)
L (γL)U

(m)
M (γM )U

(m)
R (γR)ρ(m)U

(m)
R (γR)†U

(m)
M (γM )†U

(m)
L (γL)†

]
(6.37)

だけ考えれば良い*1. ここで, ρ(m) := Pn,mρP
†
n,m, O(m) := Pn,mOP

†
n,m とした.

6.4.2 結果

アンザッツ U
(m)
R , U

(m)
L がユニタリ 2 - デザインである程に十分な表現能力を持つとすると. 定理 6.1から,

コスト関数の勾配の性質について系 6.6が導かれる. 証明は付録 H.8に述べた.

系 6.6 (6.35)で定義された粒子数保存アンザッツを用いた変分量子アルゴリズムのコスト関数 C (θ,ϕ)を考
える. ρを粒子数 mを持つ n量子ビットの量子状態とする. また, U

(m)
R , U

(m)
L がユニタリ 2 - デザインであ

り, θ, ϕがそれぞれ独立に [0, 2π)上の一様分布に従うとする. このとき, コスト関数の γ ∈ {θ, ϕ}に関する勾
配の期待値は,

Eθ,ϕ

[
∂C(θ,ϕ)

∂γ

]
= 0 (6.38)

となり, 分散は,

Vθ,ϕ

[
∂C(θ,ϕ)

∂γ

]
=

0 (m = 0, n)
4bγdn,mdn−2,m−1

(d2
n,m−1)2 ∆

(2)
dn,m

(
ρ(m)

)
∆

(2)
dn,m

(
O(m)

)
(m = 1, 2, . . . , n− 1)

(6.39)

*1 より形式的な導出は, 付録 H.7を参照.
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となる. ここで, bγ は,

bγ =

1 (γ = θ)

1
2 (γ = ϕ)

(6.40)

とし, dn,m はHn,m の次元 nCm とした.

系 6.6は, 変分量子アルゴリズムの初期状態 ρの粒子数mに応じて, コスト関数の勾配の性質が異なること
を意味している. 特に, 粒子数が 0の量子状態は (|0〉 〈0|)⊗n に限る. したがって, 入力状態 ρの粒子数が 0の
とき, 粒子数 0の出力状態 An,L (θ,ϕ)

†
ρAn,L (θ,ϕ)は θ, ϕに依らない量子状態 (|0〉 〈0|)⊗n となる. ゆえに,

コスト関数 C (θ,ϕ)が θ, ϕに依らない定数となり, コスト関数の勾配の分散が 0になる. 同様に, 粒子数が n

の量子状態は (|1〉 〈1|)⊗n に限るので, 入力状態 ρの粒子数が nの場合も, コスト関数の勾配の分散が 0になる.

(5.25)のような, 粒子数保存アンザッツを用いた FISCのコスト関数について考える. 粒子数保存アンザッ
ツを用いた FISCの 2種類のコスト関数は,

Cglobal (θ,ϕ) = Tr
[
Xn,mOglobalXn,mAn,L (θ,ϕ)

†
ρAn,L (θ,ϕ)

]
(6.41)

Clocal (θ,ϕ) = Tr
[
Xn,mOlocalXn,mAn,L (θ,ϕ)

†
ρAn,L (θ,ϕ)

]
(6.42)

と定義できる. 系 6.6 で, 物理量 O として, Xn,mOglobalX
†
n,m, Xn,mOlocalX

†
n,m をとると, 粒子数保存アン

ザッツを用いた FISCのコスト関数の勾配に関する系 6.7を得る. 証明は付録 H.9に述べた.

系 6.7 (6.41), (6.42) で定義された粒子数保存アンザッツを用いた FISC のコスト関数 Cglobal (θ,ϕ),

Clocal (θ,ϕ) を考える. ρ を粒子数 m = 1, 2, . . . , n − 1 を持つ n 量子ビットの純粋状態とする. また,

U
(m)
R と U

(m)
L がユニタリ 2 - デザインであり, θ, ϕがそれぞれ独立に [0, 2π)上の一様分布に従うとする. こ

のとき, コスト関数の γ ∈ {θ, ϕ}に関する勾配の期待値は,

Eθ,ϕ

[
∂Cglobal(θ,ϕ)

∂γ

]
= Eθ,ϕ

[
∂Clocal(θ,ϕ)

∂γ

]
= 0 (6.43)

となり, 分散は,

Vθ,ϕ

[
∂Cglobal(θ,ϕ)

∂γ

]
=

4bγdn−2,m−1

dn,m(dn,m + 1)2
(6.44)

Vθ,ϕ

[
∂Clocal(θ,ϕ)

∂γ

]
=

16bγd
2
n−2,m−1m(n−m)

(dn,m + 1)(d2n,m − 1)n3
(6.45)

となる.

例えば, m = 2 のとき, V [∂γCglobal] = O
(
n−5

)
, V [∂γClocal] = O

(
n−6

)のようにスケールする. 一方で,

m = n/2のとき, V [∂γCglobal] = O (n4−n), V [∂γClocal] = O
(
n−1/22−n

)のようにスケールする*2. つまり,

U
(m)
R , U

(m)
L がユニタリ 2 - デザインであるならば, Cglobal と Clocal ともに, 初期状態 ρの粒子数mが 2のと

*2 ここで, limn→∞
22n√
n2nCn

=
√
π を用いた [80].
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きはバレンプラトーではない. 一方, 初期状態 ρの粒子数mが n/2のときはバレンプラトーである. このよう
に, 粒子数保存アンザッツを用いた変分量子アルゴリズムのコスト関数がバレンプラトーを持つか否かは, 初
期状態の粒子数mに依ることがわかる.

命題 6.2, 定理 6.3 を用いることで, 系 6.5 で述べたように, コスト関数の勾配の性質をアンザッツの表
現力と関係づけることができる. νR, νL を確率変数 γR, γL の分布とする. このとき, 4.1.2 に基づき, ア
ンザッツ U

(m)
R (γR), U

(m)
L (γL) の表現力を定義する. そのために, A(t)

U(m)(γR),νR
: L
(
H⊗t

n,m

)
→ L

(
H⊗t

n,m

)
,

A(t)

U(m)(γL)†,νL
: L
(
H⊗t

n,m

)
→ L

(
H⊗t

n,m

)を,

A(t)

U(m)(γR),νR
(·) :=

∫
U(dn,m)

µH (dV )V ⊗t (·)
(
V †)⊗t −

∫
νR (dγR)

(
U

(m)
R (γR)

)⊗t

(·)
(
U

(m)
R (γR)†

)⊗t

(6.46)

A(t)

U(m)(γL)†,νL
(·) :=

∫
U(dn,m)

µH (dV ) (V †)⊗t (·)V ⊗t −
∫
νL (dγL)

(
U

(m)
L (γL)†

)⊗t

(·)
(
U

(m)
L (γL)

)⊗t

(6.47)

で定義する. ここで, シャッテン 2 - ノルムを用いて, U
(m)
R (γR), U

(m)
L (γL)の表現力 ϵ

(t)
R , ϵ

(t)
L を,

ϵ
(t)
R :=

∥∥∥A(t)

U(m)(γR),νR

(
(ρ(m))⊗t

)∥∥∥
2
, ϵ

(t)
L :=

∥∥∥A(t)

U(m)(γL)†,νL

(
(O(m))⊗t

)∥∥∥
2

(6.48)

と定義する. さらに, ダイアモンドノルムを用いて, U
(m)
R (γR), U

(m)
L (γL)の表現力 ⋄

ϵ
(t)

R ,
⋄
ϵ
(t)

L を,

⋄
ϵ
(t)

R :=
∥∥∥A(t)

U(m)(γR),νR

∥∥∥
⋄
,

⋄
ϵ
(t)

L :=
∥∥∥A(t)

U(m)(γL)†,νL

∥∥∥
⋄

(6.49)

と定義する. このとき, アンザッツの表現力とコスト関数の勾配の性質について, 次の系 6.8が成立する. 証明
は付録 H.10に述べた.

系 6.8 (6.35)で定義された粒子数保存アンザッツを用いた変分量子アルゴリズムのコスト関数 C (θ,ϕ)を考
える. ρを粒子数 m = 1, 2, . . . , n − 1を持つ n量子ビットの量子状態とする. θ, ϕがそれぞれ独立に [0, 2π)

上の一様分布に従うとする. このとき, コスト関数の γ ∈ {θ, ϕ}に関する勾配の期待値は,

Eθ,ϕ

[
∂C (θ,ϕ)

∂γ

]
= 0 (6.50)

となり, 分散とアンザッツの表現力に関して,∣∣∣∣Vθ,ϕ

[
∂C (θ,ϕ)

∂γ

]
− vγ(ρ(m), O(m))

∣∣∣∣
≤ 2bγ

(
2ϵ

(2)
R ϵ

(2)
L +

dn−2,m−1

d2n,m − 1

√
4 +

2n(n− 1)

m(n−m)

(
ϵ
(2)
R ∆

(2)
dn,m

(
O(m)

)
+ ϵ

(2)
L ∆

(2)
dn,m

(
ρ(m)

)))
(6.51)∣∣∣∣Vθ,ϕ

[
∂C (θ,ϕ)

∂γ

]
− vγ(ρ(m), O(m))

∣∣∣∣
≤ 4bγ

⋄
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R

⋄
ϵ
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L

∥∥∥O(m)
∥∥∥2
1

+

⋄
ϵ
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R ∆
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dn,m

(
O(m)

)
+

⋄
ϵ
(2)

L ∆
(2)
dn,m

(
ρ(m)

) ∥∥O(m)
∥∥2
1

d2n,m − 1

 (6.52)
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が成り立つ. ただし, vγ
(
ρ(m), O(m)

)は, U
(m)
R , U

(m)
L がユニタリ 2 - デザインであると仮定した場合のコスト

関数の勾配の分散で,

vγ(ρ(m), O(m)) =
4bγdn,mdn−2,m−1

(d2n,m − 1)2
∆

(2)
dn,m

(
ρ(m)

)
∆

(2)
dn,m

(
O(m)

)
(6.53)

である.

系 6.8の (6.52)は, (6.22)の系として即座に得られる. 一方で, (6.51)は, 粒子数保存アンザッツの具体的な
構造を用いることで, (6.21)より強い不等式を導いた.

6.5 数値計算
6.5.1 粒子数保存アンザッツの表現力と層数の関係

(6.48)で定義した粒子数保存アンザッツの表現力が, その層数とどのような関係にあるかを数値計算によっ
て調べる. ここでは, (6.48) において, UR (γR) として An,L (θ,ϕ)

† を, UL (γL) として An,L (θ,ϕ) を考え,

アンザッツの表現力

ϵ
(2)
R (ρ(m)) =

∥∥∥∥A(2)

A
(m)
n,L(γ)†,νR

(
(ρ(m))⊗2

)∥∥∥∥
2

, ϵ
(2)
L (O(m)) =

∥∥∥∥A(2)

A
(m)
n,L(γ),νL

(
(O(m))⊗2

)∥∥∥∥
2

(6.54)

を数値計算する. 見やすさのため, An,L (θ,ϕ) を An,L (γ) と書き, A
(m)
n,L (γ) := Pn,mAn,L (γ)P †

n,m とした.

(4.8)で述べたように, アンザッツの表現力は,{
ϵ
(2)
R (ρ(m))

}2

= F (2)

A
(m)
n,L(γ)†,νR

(ρ(m))−F (2)
H (ρ(m)) (6.55){

ϵ
(2)
L (O(m))

}2

= F (2)

A
(m)
n,L(γ),νL

(O(m))−F (2)
H (O(m)) (6.56)

と, 一般化フレームポテンシャルという量と関係づけられる. ここで, 一般化フレームポテンシャルは,

F (2)

A
(m)
n,L(γ)†,νR

(ρ(m)) =

∫
νR (dγ)

∫
νR (dγ′) Tr

[
ρ(m)A

(m)
n,L (γ′)A

(m)
n,L (γ)

†
ρ(m)†A

(m)
n,L (γ)A

(m)
n,L (γ′)

†
]2
(6.57)

F (2)

A
(m)
n,L(γ),νL

(O(m)) =

∫
νL (dγ)

∫
νL (dγ′) Tr

[
O(m)A

(m)
n,L (γ′)

†
A

(m)
n,L (γ)O(m)†A

(m)
n,L (γ)

†
A

(m)
n,L (γ′)

]2
(6.58)

で定義された. また, X(m) ∈ L (Hn,m)に対して, F (2)
H

(
X(m)

)は, 公式 B.3より,

F (2)
H

(
X(m)

)
=

∫
U(dn,m)

µH (dV ) Tr
[
X(m)V X(m)†V †

]2
(6.59)

=
2 Tr

[
X(m)

]2
Tr
[(
X(m)

)2]
d2n,m − 1

−
Tr
[(
X(m)

)2]2
+ Tr

[
X(m)

]4
dn,m

(
d2n,m − 1

) (6.60)
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の 2 乗

{
ϵ
(2)
L

(
O(2)

)}2
とアンザッ

ツの層数の関係. ここで, O として
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図 6.2: 粒子数保存アンザッツの表現力と層数の関係. 層数が大きくなるにつれて, アンザッツの表現力は 0に漸近してい
く, つまりアンザッツの表現能力は大きくなる.

と正確に計算できる. したがって, アンザッツの表現力の 2 乗
{
ϵ
(2)
R (ρ(m))

}2

,
{
ϵ
(2)
L (O(m))

}2

を数値計算に
よって推定するには, 一般化フレームポテンシャル F (2)

A
(m)
n,L(γ)†,νR

(
ρ(m)

)
, F (2)

A
(m)
n,L(γ),νL

(
O(m)

)をモンテカルロ
積分によって推定すれば良い.

ここでは, 量子ビット数 n = 10, 粒子数m = 2の場合に, アンザッツの層数 Lを変化させ, アンザッツの表
現力の 2乗

(a)
{
ϵ
(2)
R

(
ρ(2)

)}2

with ρ = X10,2 (|0〉 〈0|)⊗10
X10,2

(b)
{
ϵ
(2)
L

(
O(2)

)}2

with O = X10,2OglobalX10,2

(c)
{
ϵ
(2)
L

(
O(2)

)}2

with O = X10,2OlocalX10,2

を数値計算によって推定した. ここで, X10,2 = (X ⊗ I)⊗5 とした. また, νR, νL は一様分布として, 一般化フ
レームポテンシャルの推定のためのモンテカルロ積分におけるサンプル数は 1000とした. これら 3種類の数
値計算の結果を図 6.2に示した.

図 6.2によれば, 粒子数保存アンザッツの層数が大きくなるにつれて, アンザッツの表現力は 0に漸近して
いく, つまりアンザッツの表現能力は大きくなる. この結果は, 次のように理解できる. アンザッツの層数を増
やすと, アンザッツの持つパラメータの数も増えるので, アンザッツより多くのユニタリ演算子を表現できる
ことが期待される. したがって, アンザッツの層数を増やすことで, アンザッツの作り出す分布はハール分布
に近づいていくことが期待される. アンザッツの表現力は, アンザッツの作り出す分布とハール分布の差とし
て定義されたので, アンザッツの層数を増やすことで, アンザッツの表現力は 0に漸近していくことが期待さ
れる.
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6.5.2 コスト関数の勾配の分散と粒子数保存アンザッツの層数の関係

コスト関数の勾配の分散と粒子数保存アンザッツの層数が, どのような関係にあるかを数値計算によって調
べる. また, 系 6.7や系 6.8で導いた解析的な結果が, 数値計算の結果と矛盾しないことを確かめる.

ここでは, (6.41), (6.42)で定義したコスト関数 Cglobal (θ,ϕ), Clocal (θ,ϕ)の γ = θ⌊L/2⌋,0 に関する勾配の
分散 Vθ,ϕ [∂γCglobal (θ,ϕ)], Vθ,ϕ [∂γClocal (θ,ϕ)]の, 粒子数保存アンザッツ An,L (θ,ϕ)の層数 Lに対する
依存性を評価する. 500サンプルの一様乱数 (θ,ϕ)に対する ∂γCglobal (θ,ϕ), ∂γClocal (θ,ϕ)の分散を数値計
算することで, これらのコスト関数の勾配の分散を推定する. 図 6.3に,

(a) 初期状態 ρの粒子数m = 2のときの Vθ,ϕ [∂γCglobal (θ,ϕ)]の推定値のアンザッツの層数 L依存性
(b) 初期状態 ρ の粒子数 m = n/2 のときの Vθ,ϕ [∂γCglobal (θ,ϕ)] の推定値のアンザッツの層数 L 依
存性

(c) 初期状態 ρの粒子数m = 2のときの Vθ,ϕ [∂γClocal (θ,ϕ)]の推定値のアンザッツの層数 L依存性
(d) 初期状態 ρ の粒子数 m = n/2 のときの Vθ,ϕ [∂γClocal (θ,ϕ)] の推定値のアンザッツの層数 L 依
存性

を示した. ここで, 初期状態 ρ は純粋状態で, Hn,m の計算基底の等しい重ね合わせとした. 例えば,

n = 4, m = 2 であれば, |ψ〉 = 1√
6

(|0011〉+ |0101〉+ |0110〉+ |1001〉+ |1010〉+ |1100〉) として, 初期状態
は ρ = |ψ〉 〈ψ|である.

図 6.3によれば, コスト関数の勾配の分散は, 粒子数保存アンザッツの層数が大きくなるにつれて, U
(m)
R と

U
(m)
L がユニタリ 2 - デザインであると仮定した場合のコスト関数の勾配の分散 vγ

(
ρ(m), O(m)

)に漸近してい
く. いま, vγ

(
ρ(m), O(m)

)は, 系 6.7で導いた (6.44), (6.45)である. この結果は, 次のように理解できる. 図
6.2が示すように, 粒子数保存アンザッツの層数が大きくなるにつれて, アンザッツの表現力は 0に漸近してい
く. すると, 系 6.8の (6.51)の右辺の ϵ

(2)
R , ϵ

(2)
L が 0に漸近していき, コスト関数の勾配の分散は, 系 6.7で導

いた vγ
(
ρ(m), O(m)

)に漸近していく. したがって, 系 6.7や系 6.8で導いた解析的な結果が, 数値計算の結果
と矛盾しないことが確かめられた.

6.5.3 コスト関数の性質と最適化の収束性の関係

コスト関数の性質が, その最適化の収束性にどう影響するかを議論する.

FISC では, (6.41) と (6.42) で定義したように 2 種類のコスト関数 Cglobal と Clocal が定義できた. そ
こで, 粒子数保存アンザッツを用いた FISC を例にとり, 同じタスクに対して Cglobal と Clocal のどちらの
方がより真の解に近い収束値を得られるのかを数値計算によって調べた. 考えるべき FISC のタスクは,
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(a) 初期状態 ρの粒子数m = 2のとき, Cglobal の勾配の分散と
アンザッツの層数 Lの関係.
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(b) 初期状態 ρ の粒子数 m = n/2 のとき, Cglobal の勾配の分
散とアンザッツの層数 Lの関係.
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(c) 初期状態 ρ の粒子数 m = 2 のとき, Clocal の勾配の分散と
アンザッツの層数 Lの関係.
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(d) 初期状態 ρの粒子数m = n/2のとき, Clocal の勾配の分散
とアンザッツの層数 Lの関係.

図 6.3: コスト関数 Cglobal (θ,ϕ), Clocal (θ,ϕ) の勾配の分散と粒子数保存アンザッツの層数 L との関係. 黒い点線は,

U
(m)
R , U

(m)
L がユニタリ 2 - デザインであると仮定した場合のコスト関数の勾配の分散 vγ(ρ

(m), O(m)) である.

アンザッツの層数が大きくなるにつれて, コスト関数の勾配は vγ(ρ
(m), O(m))に漸近していく.

X8,4 = (X ⊗ I)⊗4 として,

X8,4 |0〉⊗8
= A8,4 (θ,ϕ)X8,4 |0〉⊗8

(6.61)

を満たす (θ,ϕ)を探索することとした*3. つまり, 2種類のコスト関数

Cglobal (θ,ϕ) = Tr
[
X8,4OglobalX8,4A8,4 (θ,ϕ)

†
X8,4 (|0〉 〈0|)⊗8

X8,4A8,4 (θ,ϕ)
]

(6.62)

Clocal (θ,ϕ) = Tr
[
X8,4OlocalX8,4A8,4 (θ,ϕ)

†
X8,4 (|0〉 〈0|)⊗8

X8,4A8,4 (θ,ϕ)
]

(6.63)

を最適化した. オプティマイザーには, 5.4.3 で述べた逐次最小化アルゴリズムを用いて, 1 量子回路あたり
の測定回数は 8192とした. コスト関数 Cglobal (θ,ϕ), Clocal (θ,ϕ)の初期パラメータを一様ランダムに選び,

*3 (6.61)の解 (θ = (θl,i)l,i,ϕ = (ϕl,i)l,i)は存在する. 実際, 全ての l, iに対して θl,i = π/2ならば, (6.61)の等号は成立する.
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図 6.4: (6.62), (6.63)で定義されたコスト関数 Cglobal, Clocal の最適化問題における, 1−Fglobal, 1−Flocal の累積分布.

500 イテレーション後にそれぞれ最適解 (θ̂global, ϕ̂global), (θ̂local, ϕ̂local) を得た. そして, 最適解と真の解と
の近さを定量化するために, 忠実度

Fglobal = F (X8,4 |0〉⊗8
, A8,4(θ̂global, ϕ̂global)X8,4 |0〉⊗8

) (6.64)

Flocal = F (X8,4 |0〉⊗8
, A8,4(θ̂local, ϕ̂local)X8,4 |0〉⊗8

) (6.65)

をそれぞれ求めた. 50種類の初期パラメータに対して計算した 1 − Fglobal と 1 − Flocal の累積分布を図 6.4

に示した.

図 6.4 によれば, Cglobal に比べて Clocal の方が, 最適化の収束値がコスト関数の最小値に近くなりやす
いことがわかる. この理由の 1 つとして, Cglobal に比べて Clocal の方が, コスト関数の平坦な領域が小
さいことが挙げられる. 実際, 系 6.6 において, n = 8, m = 4 とすると, V [∂γCglobal] ∼ 2.3bγ × 10−4,

V [∂γClocal] ∼ 5.9bγ × 10−4 であるから, チェビシェフの不等式 (A.15)より, Cglobal に比べて Clocal の方が
平坦な領域が小さいことがわかる.

6.6 議論
本章の定理 6.1, 命題 6.2, 定理 6.3では, アンザッツを用いた変分量子アルゴリズムに対して普遍的に成立
するコスト関数の解析的な性質を導いた. 本章の結果は, 既に従来の研究で知られていた, ある特定のクラスの
アンザッツに対してのみ成立するコスト関数の解析的な性質が, アンザッツの構造に依らず成立することを示
している.

定理 6.3では, アンザッツの表現力という抽象的な量とコスト関数の勾配の大きさを関係づけた. しかし, 実
用的には, アンザッツの層数やアンザッツに用いる量子ゲートの数といった具体的な量とコスト関数の勾配の
大きさを関係づけたい. そうすることで, 具体的にどういったアンザッツを用いた変分量子アルゴリズムであ
れば, バレンプラトーを引き起こすことなく, 効率よくコスト関数の最適化を実行することができるかをより
詳細に理解することができる.
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また, 定理 6.3より, アンザッツの表現能力の豊かさがバレンプラトーを引き起こす要因であることを導い
た. すなわち, 表現能力を抑えたアンザッツを設計することで, バレンプラトーの影響を緩和することができ
る. 実際, 図 6.2が示すように, アンザッツの層数を減らすことでアンザッツの表現能力を抑えることはでき
る. しかし, 単にアンザッツの表現能力を抑えるだけでは, 解きたい問題の解を表現できるかわからない。した
がって, 解きたい問題の解を表現するだけの表現能力は保ちつつ表現能力を抑えたアンザッツを設計する必要
があることと言える.

系 6.7では, 粒子数保存アンザッツを用いた FISCという同じ問題を解くにあたり, コスト関数の定義によっ
てその勾配の性質のスケーリングが異なることを見た. そして, 6.5.3では, 数値計算によって, その違いがコ
スト関数の最適化の収束性に影響することをみた. これは, コスト関数をうまく定義することで, 最適化の収束
性を向上させることができることを示唆している.

本章での解析は, NISQデバイスの雑音の影響がないという仮定の下で行ったことに注意しなければならな
い. 全く同様の主張が, 雑音の下で成立するか否かは明らかではない. というのも, 定理 6.1では, アンザッツ
がユニタリ 2 - デザインであるとしたが, 雑音の下ではアンザッツの作用はもはやユニタリではないからで
ある. 加えて, 定理 6.3 で用いたアンザッツの表現力は, 雑音の下では適切に定義されないからである. した
がって, 雑音下における変分量子アルゴリズムのコスト関数の性質は, 別の手法により詳細に調べていく必要
がある.
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第 7章

結論

変分量子アルゴリズムは, NISQデバイスを用いた代表的なアルゴリズムの一つである. 変分量子アルゴリ
ズムはその汎用さ故に, 量子化学, 組合せ最適化問題, 物理系シミュレーション, 機械学習といったさまざまな
分野への応用が期待されている.

そこで, 第 5章では, 変分量子アルゴリズムによる物理系シミュレーションを考えた. 量子コンピュータを
用いれば, 古典コンピュータ上で表現できない程サイズの大きな系の状態を表現できる. しかし, NISQデバイ
スの制約上, 単純な手法による長時間発展シミュレーションは難しい. 本論文では, RQDと呼ばれる変分量子
アルゴリズムに注目し, 格子シュウィンガーモデルの長時間発展シミュレーションの実現を試みた. 雑音や統
計誤差に剛健な逐次最小化アルゴリズムを用いてコスト関数の最小化を行うことで, 時間発展演算子を電荷保
存則を満たすような粒子数保存アンザッツに近似した. こうして, サイズの小さな系に対して, NISQデバイス
の制約を超えた長時間発展シミュレーションを実機上で実現した. 一方で, 古典コンピュータ上でシミュレー
ションできない程サイズの大きな系のシミュレーションが, RQDによって必ずしも可能になるとは限らない
ことを導いた. これは, 系の初期状態の電荷によっては, RQD に用いるコスト関数がバレンプラトーを示し,

その最適化を効率的に行うことができなくなるからである.

このように, ここ数年, 変分量子アルゴリズムのコスト関数の勾配消失問題, バレンプラトーに関する議論が
活発になってきた. そこで, 第 6章では, バレンプラトーが起こる原因を理解するため, NISQデバイスの雑音
の影響がないという仮定のもと, コスト関数の解析的な性質について調べた. アンザッツの表現能力が豊かに
なるほど, 変分量子アルゴリズムのコスト関数の平坦な領域が増大していくことを示した. この結果は, アン
ザッツの構造の詳細によらず成立する一般的な結果であることを強調しておく. したがって, 変分量子アルゴ
リズムのコスト関数を効率よく最適化するためは, 解きたい問題の解を表現するだけの表現能力は保ちつつ表
現能力を抑えたアンザッツを設計する必要があることが分かった.

変分量子アルゴリズムは, 従来のコンピュータでは解けなかった複雑な問題を解く可能性を秘めている. し
かしながら, その実現のためにはバレンプラトーと呼ばれる勾配消失問題を解決していかなければならない.

そのためには, バレンプラトーが起こる理由を理解する必要がある. 本論文では, 雑音の影響がないという仮定
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のもとでバレンプラトーが起こる理由の一つを明らかにした. しかし, 実際の変分量子アルゴリズムでは, 雑音
の影響は無視できない. 今後は, [27]のように, 雑音の影響がコスト関数にどう影響するかを理解していく必要
がある. そして, コスト関数への雑音の影響の理解や本論文で得たバレンプラトーが起こる理由の理解が, 例
えば

• 解きたい問題に適した表現能力を抑えたアンザッツの具体的な設計
• 雑音に対して剛健なオプティマイザーの開発
• 雑音やバレンプラトーの影響を緩和するようなコスト関数の設計

といった研究に繋がっていくであろう. ひいては, 変分量子アルゴリズムによって, 従来のコンピュータでは解
けなかった問題を解く日が来ることを期待したい.
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J. Gorzinski, I. Gould, D. Greenberg, D. Grinko, W. Guan, D. Guijo, J. A. Gunnels, H. Gupta,

N. Gupta, J. M. Günther, M. Haglund, I. Haide, I. Hamamura, O. C. Hamido, F. Harkins,

K. Hartman, A. Hasan, V. Havlicek, J. Hellmers,  L. Herok, S. Hillmich, H. Horii, C. Howington,

S. Hu, W. Hu, J. Huang, R. Huisman, H. Imai, T. Imamichi, K. Ishizaki, Ishwor, R. Iten, T. Itoko,

A. Ivrii, A. Javadi, A. Javadi-Abhari, W. Javed, Q. Jianhua, M. Jivrajani, K. Johns, S. Johnstun,

Jonathan-Shoemaker, JosDenmark, JoshDumo, J. Judge, T. Kachmann, A. Kale, N. Kanazawa,

J. Kane, Kang-Bae, A. Kapila, A. Karazeev, P. Kassebaum, J. Kelso, S. Kelso, V. Khanderao,

S. King, Y. Kobayashi, Kovi11Day, A. Kovyrshin, R. Krishnakumar, V. Krishnan, K. Krsulich,

P. Kumkar, G. Kus, R. LaRose, E. Lacal, R. Lambert, H. Landa, J. Lapeyre, J. Latone,

S. Lawrence, C. Lee, G. Li, J. Lishman, D. Liu, P. Liu, L. Madden, Y. Maeng, S. Maheshkar,

K. Majmudar, A. Malyshev, M. E. Mandouh, J. Manela, Manjula, J. Marecek, M. Marques,

K. Marwaha, D. Maslov, P. Maszota, D. Mathews, A. Matsuo, F. Mazhandu, D. McClure,

M. McElaney, C. McGarry, D. McKay, D. McPherson, S. Meesala, D. Meirom, C. Mendell,

T. Metcalfe, M. Mevissen, A. Meyer, A. Mezzacapo, R. Midha, D. Miller, Z. Minev, A. Mitchell,

N. Moll, A. Montanez, G. Monteiro, M. D. Mooring, R. Morales, N. Moran, D. Morcuende,

S. Mostafa, M. Motta, R. Moyard, P. Murali, J. Müggenburg, T. NEMOZ, D. Nadlinger,
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付録 A

測度と確率

A.1では, 確率論を論じるのに必要不可欠な測度という概念について述べる. A.2では, 測度の特別な場合と
して確率を定義し, 確率変数や分布といった概念について述べる. A.3では, 量子状態全体が成す空間の一様分
布に対応する概念について述べる. A.4では, ユニタリ群上の一様分布に対応する概念について述べる.

A.1 測度論
測度とは集合の面積に他ならない. 測度が定義されると, 自然に積分を定義することができる. 以下, 測度の
定義から, いかにして積分が定義されるかを述べていく.

まず, 測度, つまり面積を定義することのできる集合の集まりを定義する.

定義 A.1 (σ-加法族 [48]) 集合 X の部分集合から成る集合族 B が

(1) ϕ ∈ B,

(2) E ∈ B ならば Ec ∈ B,

(3) En ∈ B (n = 1, 2, . . . )ならば
∞⋃

n=1

En ∈ B (A.1)

を満たすとき, B を σ-加法族といい, (X,B)を可測空間という.

σ-加法族のなかで, 特に確率論においてよく用いられる集合族を定義する.

定義 A.2 (ボレル集合族 [49]) 位相空間 S の開集合系Oを含む最小の σ-加法族をボレル集合族といい B (S)

と書く.

σ-加法族の集合に対して, 測度を定義する.

定義 A.3 (測度 [48]) 空間 X と X の部分集合から成る σ-加法族 B があって, µ : B → R+ ∪∞が
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(1) µ(ϕ) = 0

(2) En ∈ B (n = 1, 2, . . . ), Ej ∩ Ek = ϕ (j 6= k)ならば

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
i=1

µ (En) (A.2)

を満たすとき, µを (X,B)上の測度といい, (X,B, µ)を測度空間という.

こうして, 測度を定義することができた. 次に, 積分を定義していく.

積分を定義する上で, 重要な役割を果たす単関数と可測関数を定義する.

定義 A.4 (単関数 [48]) 可測空間 (X,B) として, E ∈ B 上で定義された関数 f : E → R ∪ ±∞ が, 集合
E = E1 + E2 + · · ·+ En, αi ∈ R, αj 6= αk (j 6= k)を用いて

f(x) =

n∑
i=1

αj1Ej
(x) (A.3)

とかけるとき, f を単関数という. ここで, 1A(x)は,

1A(x) =

1 (x ∈ A)

0 (x 6∈ A)
(A.4)

とした.

定義 A.5 (可測関数 [48]) 可測空間 (X,B)として, E ∈ B 上で定義された関数 f : E → R ∪ ±∞が, 任意の
実数 aに対して,

{x ∈ E | f(x) < a} ∈ B (A.5)

を満たすとき, f を B-可測関数という.

次の定理で述べるように, 可測関数は単関数を用いて近似することができる.

定理 A.6 ([48]) 可測空間 (X,B)として, E ∈ B上で定義された B-可測関数 f : E → R+ に対して, E 上 B-

可測な非負単関数の単調増加列 {fn(x)}で f(x)に E の各点で各点収束するものが存在する.

[証明]

fn(x) =

k−1
2n

(
x ∈

{
x ∈ E | k−1

2n ≤ f(x) < k
2n

}
, k = 1, 2, 3, . . . , n2n

)
n (x ∈ {x ∈ E | f(x) ≥ n})

(A.6)

とすれば良い. ■

さて, 実数値関数に対して, 積分を定義する.
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定義 A.7 (実数値関数の積分 [48]) 測度空間 (X,B, µ)として, E ∈ B 上で B-可測な実数値関数 f に対して,

測度 µに関する積分を以下のように定義する.

(1) f(x)が非負単関数のとき
f(x)は,

f(x) =

n∑
j=0

αj1Ej (x), ただし

E = E0 + E1 + · · ·+ En

0 = α0 < αj (j = 1, 2, . . . , n)
(A.7)

とかける. このとき, 測度 µに関する f の積分を∫
E

µ(dx)f(x) =

n∑
j=1

αjµ(Ej) (A.8)

と定義する.

(2) f(x)が B-可測な非負関数のとき
定理 A.6より, 非負単関数の単調増加列で f(x)に E の各点で各点収束する {fn(x)}が存在する. この
とき, 測度 µに関する f の積分を∫

E

µ(dx)f(x) = lim
n→∞

∫
E

µ(dx)fn(x) (A.9)

と定義する.

(3) f(x)が B-可測な実数値関数のとき

f+(x) = max {f(x), 0} , f−(x) = max {−f(x), 0} (A.10)

とすると,

f(x) = f+(x)− f−(x), f+(x) ≥ 0, f−(x) ≥ 0 (A.11)

とかける. このとき, ∫
E

µ(dx)f+(x),

∫
E

µ(dx)f−(x) (A.12)

の少なくとも一方が有限のときに限り, 測度 µに関する f の積分を∫
E

µ(dx)f(x) =

∫
E

µ(dx)f+(x)−
∫
E

µ(dx)f−(x) (A.13)

で定義する.

積分値が有限な関数を可積分という.
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定義 A.8 (可積分 [48]) 測度空間 (X,B, µ)として, E ∈ B 上で B-可測な実数値関数 f が,∫
E

µ(dx)f(x) <∞ (A.14)

を満たすとき, f は E 上で µ-可積分という.

実部と虚部が可積分である複素数値関数に対して, 積分を次のように定義する.

定義 A.9 (複素数値関数の積分 [48]) 測度空間 (X,B, µ) として, E ∈ B 上の複素数値関数 f に対して, <f

と =f がともに E 上可積分のときに限り, 測度 µに関する f の積分を∫
E

µ(dx)f(x) =

∫
E

µ(dx)<f(x) + i

∫
E

µ(dx)=f(x) (A.15)

で定義する.

こうして, 積分を定義することができた.

A.2 確率論
集合全体の測度が 1となるような測度を確率測度という.

定義 A.10 (確率測度 [49]) 可測空間 (Ω,F)として, P : F → [0, 1]が

(1) P (Ω) = 1

(2) En ∈ B (n = 1, 2, . . . ), Ej ∩ Ek = ϕ (j 6= k)ならば

P

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
i=1

P (En) (A.16)

を満たすとき, P を (Ω,F)上の確率測度といい, (Ω,F , P )を確率空間という.

確率変数を定義する.

定義 A.11 (確率変数 [49]) 確率空間 (Ω,F , P ), 可測空間 (S,S) として, X : Ω → S が可測写像, つまり任
意の A ∈ S に対して, X−1(A) ∈ F であるとき, X を S-値確率変数という.

確率変数の分布を定義する.

定義 A.12 (分布 [49]) S-値確率変数 X の分布とは, 任意の A ∈ S に対して,

PX(A) = P (X−1(A)) (A.17)

によって定義される (S,S)上の確率測度のことをいう.
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確率変数の期待値と分散を定義する.

定義 A.13 (期待値 [49]) 確率空間 (Ω,F , P )として, P -可積分な確率変数 X の期待値 E[X]を

E [X] =

∫
Ω

P (dω)X(ω) (A.18)

と定義する.

定義 A.14 (分散 [49]) 確率空間 (Ω,F , P ) として, 確率変数 X が E
[
X2
]
< ∞ を満たすとき, X の分散

V[X]を

V [X] = E
[
(X − E [X])

2
]

(A.19)

で定義する.

本論文で何度も用いたチェビシェフの不等式を示しておく.

補題 A.15 (チェビシェフの不等式 [49]) (Ω,F , P )を確率空間, R上で定義された非負 B(R)-可測関数 ψ と
して, infx∈A ψ(x) > 0を満たす任意の A ∈ B(R)に対して,

P (X ∈ A) := P ({ω ∈ Ω | X(ω) ∈ A}) ≤ E [ψ (X)]

infx∈A ψ(x)
. (A.20)

特に, ψ(x) = |x|p (p > 0), A = {|x| ≥ ϵ} (ϵ > 0) とすれば,

P (|X| ≥ ϵ) ≤ 1

ϵp
E [|X|p] . (A.21)

[証明]

P (X ∈ A) =

∫
A

PX(dx) =
1

infx∈A ψ(x)

∫
A

PX(dx) inf
x∈A

ψ(x)

≤ 1

infx∈A ψ(x)

∫
A

PX(dx)ψ(x)

≤ 1

infx∈A ψ(x)

∫
Ω

PX(dx)ψ(x) =
E [ψ (X)]

infx∈A ψ(x)
. (A.22)

■

A.3 一様球面測度
球面 CSd−1 :=

{
x ∈ Cd | ‖x‖ = 1

}上の一様分布に対応する測度, つまり Cd 上の量子状態を一様に分布さ
せるような測度を定義する.
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定義 A.16 (球面上の一様確率測度) 任意の B ∈ B
(
CSd−1

)と任意の U ∈ U (d)に対して,

ηS (UB) = ηS (B) (A.23)

ηS
(
CSd−1

)
= 1 (A.24)

を満たす確率測度 ηS : B
(
CSd−1

)
→ [0, 1]を CSd−1 上の一様球面測度 (uniform spherical measure)という.

CSd−1 上の一様球面測度は, 正規分布から構成的に定義することもできる [81].

一様球面測度に関する積分については, 以下に述べるユニタリ不変性が成り立つ.

命題 A.17 任意の U ∈ U (d)と任意の可積分関数 f : CSd−1 → Cに対して,∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉) f (|ψ〉) =

∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉) f (U |ψ〉) . (A.25)

[証明] (A.23)と積分の定義から示される. ■

A.4 ユニタリ群上のハール測度
一般に, コンパクト群には, ハール測度と呼ばれる, コンパクト群上の一様分布に対応する測度が存在するこ
とを述べておく.

定義 A.18 (正則ボレル測度 [82]) (X,B, µ)を測度空間とする. このとき, 測度 µが

• 任意のコンパクト集合K ⊂ X に対して µ(K) <∞.

• 任意のボレル集合 B ∈ B に対して,

µ(B) = inf {µ(O) | B ⊂ O,O は開集合 } . (A.26)

• 任意の開集合 O ⊂ X に対して,

µ(O) = sup {µ(K) | K ⊂ O,K はコンパクト } . (A.27)

を満たすとき, µを正則ボレル測度という.

定義 A.19 (左不変ハール測度, 右不変ハール測度, ハール測度 [82]) Gを位相群とする. 任意の g ∈ Gと任
意の可測集合 B に対して,

µ(gB) = µ(B) (A.28)

を満たす G上の非自明な正則ボレル測度を左不変ハール測度という. また, 任意の g ∈ Gと任意の可測集合
B に対して,

µ(Bg) = µ(B) (A.29)
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を満たす G上の非自明な正則ボレル測度を右不変ハール測度という. 特に, 左不変かつ右不変なハール測度を
単にハール測度という.

定理 A.20 ([82]) Gをコンパクト群とする. G上に正の定数倍を除いて一意にハール測度が存在する.

ユニタリ群 U (d)はコンパクトなので, 定理 A.20より, U (d)上に µH (U (d)) = 1を満たすハール測度 µH

が存在する. ここで, µH は確率測度である.

ハール測度に関する積分については, 以下に述べる両側不変性が成り立つ.

命題 A.21 任意の U ∈ U (d)と任意の可積分関数 f : U (d)→ Cに対して,∫
U(d)

µH (dV ) f(V ) =

∫
U(d)

µH (dV ) f(UV ) =

∫
U(d)

µH (dV ) f(V U). (A.30)

[証明] 定理 A.20と積分の定義から示される. ■

CSd−1 上の一様球面測度とユニタリ群 U (d)上のハール測度との間には, 以下のような関係が成立する.

命題 A.22 (一様球面測度とユニタリ群上のハール測度の関係) ηS を CSd−1 上の一様球面測度, µH を U(d)

上のハール測度とする. このとき, 任意の |ϕ〉 ∈ CSd−1 と任意の可積分関数 f : CSd−1 → Cに対して,∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉) f (|ψ〉) =

∫
U(d)

µH (dU) f (U |ϕ〉) . (A.31)

[証明] まず, 任意の V ∈ U(d)として,∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉) f (|ψ〉) =

∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉) f (V |ψ〉) (A.32)

=

∫
U(d)

µH (dU)

∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉) f (V |ψ〉) (A.33)

=

∫
U(d)

µH (dU)

∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉) f (UV |ψ〉) (A.34)

=

∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉)
∫
U(d)

µH (dU) f (UV |ψ〉) (A.35)

=

∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉)
∫
U(d)

µH (dU) f (U |ψ〉) . (A.36)

第 1行目で ηS の定義, 第 3行目で命題 A.21, 第 4行目でフビニの定理, 第 5行目で再び命題 A.21を用いた.

また, 命題 A.21より, 任意の V ∈ U(d)と任意の |ψ〉 ∈ CSd−1 に対して,∫
U(d)

µH (dU) f (U |ψ〉) =

∫
U(d)

µH (dU) f (UV |ψ〉) . (A.37)

V ∈ U(d), |ψ〉 ∈ CSd−1 は任意なので, 任意の |ϕ〉 ∈ CSd−1 に対して,∫
U(d)

µH (dU) f (U |ψ〉) =

∫
U(d)

µH (dU) f (U |ϕ〉) . (A.38)
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以上より，∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉) f (|ψ〉) =

∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉)
∫
U(d)

µH (dU) f (U |ϕ〉) =

∫
U(d)

µH (dU) f (U |ϕ〉) . (A.39)

■
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付録 B

ユニタリ群上のハール測度による積分公式

本章では, ユニタリ群上のハール測度に関する積分公式をまとめておく.

まず, 命題 A.21とユニタリ群の性質を用いて, 次の定理が導かれる. 証明は, [83]が詳しい.

定理 B.1 ([84])∫
U(d)

µH (dU)Ui1j1U
∗
i′1j

′
1

=
δi1i′1δj1j′1

d
(B.1)∫

U(d)

µH (dU)Ui1j1Ui2j2U
∗
i′1j

′
1
U∗
i′2j

′
2

=
1

d2 − 1

(
δi1i′1δi2i′2δj1j′1δj2j′2 + δi1i′2δi2i′1δj1j′2δj2j′1

)
− 1

d(d2 − 1)

(
δi1i′1δi2i′2δj1j′2δj2j′1 + δi1i′2δi2i′1δj1j′1δj2j′1

)
. (B.2)

定理 B.1より, 次の公式たちが即座に導かれる.

公式 B.2 ([26]) ∫
U(d)

µH (dU) Tr
[
UAU †B

]
=

Tr[A] Tr[B]

d
(B.3)

[証明] 定理 B.1より導かれる. ■

公式 B.3 ([26])∫
U(d)

µH (dU) Tr
[
UAU †BUCU †D

]
=

1

d2 − 1
(Tr[A] Tr[C] Tr[BD] + Tr[AC] Tr[B] Tr[D])

− 1

d(d2 − 1)
(Tr[AC] Tr[BD] + Tr[A] Tr[B] Tr[C] Tr[D]) .

(B.4)∫
U(d)

µH (dU) Tr
[
UAU †B

]
Tr
[
UCU †D

]
=

1

d2 − 1
(Tr[A] Tr[B] Tr[C] Tr[D] + Tr[AC] Tr[BD])

− 1

d(d2 − 1)
(Tr[AC] Tr[B] Tr[D] + Tr[A] Tr[C] Tr[BD]) .

(B.5)
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[証明] 定理 B.1より導かれる. ■

公式 B.4 ([39])∫
U(d)

µH (dU) Tr
[
AU⊗2BU †⊗2

]
=

1

d2 − 1
(Tr [A] Tr [B] + Tr [AG] Tr [BG])

− 1

d(d2 − 1)
(Tr [AG] Tr [B] + Tr [A] Tr [BG]) . (B.6)

ここで, U ∈ U (d)が作用する複素内積空間Hの正規直交基底 {|i〉}dimH
i=1 に対して, G ∈ L

(
H⊗2

)を,

G |i〉 ⊗ |j〉 = |j〉 ⊗ |i〉 (B.7)

で定義した.

[証明] 定理 B.1より導かれる. ■

公式 B.5∫
U(d)

µH (dUR)

∫
U(d)

µH (dUL) Tr
[
URρU

†
RAU

†
LOULB

]
Tr
[
URρU

†
RCU

†
LOULD

]
=

∆
(1)
d (ρ)∆

(1)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr [BA] Tr [DC] +

∆
(1)
d (ρ)∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr [BADC]

+
∆

(2)
d (ρ)∆

(1)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr [ABCD] +

∆
(2)
d (ρ)∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr [DA] Tr [BC] . (B.8)

ここで,

∆
(1)
d (X) = Tr [X]

2 −
Tr
[
X2
]

d
, ∆

(2)
d (X) = Tr

[
X2
]
− Tr [X]

2

d
(B.9)

とした.

[証明] 公式 B.3より導かれる. ■

X ∈ L
(
Cd
)がエルミートであれば, ∆

(2)
d (X) ≥ 0である. なぜなら, X の固有値 x1, x2, . . . , xd ∈ Rに対

して,

0 ≤ 1

2d

d∑
i,j=1

(xi − xj)2 =

d∑
i=1

x2i −
1

d

(
d∑

i=1

xi

)2

= ∆
(2)
d (X) (B.10)

であるからである.
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付録 C

デザイン

本章では, ユニタリ t - デザイン (unitary t-design)という概念について述べる. 加えて, ユニタリ t - デザ
インと似た概念として, 量子 t - デザイン (quantum t-design)という概念について述べる.

C.1 量子 t - デザイン
量子 t - デザインは, 次のように定義される.

定義 C.1 (量子 t - デザイン [85]) ηS を CSd−1 上の一様球面測度とする. 分布 η を持つ CSd−1-値確率変
数 |ϕ〉が, ∫

CSd−1

η (d |ϕ〉) (|ϕ〉 〈ϕ|)⊗t
=

∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉) (|ψ〉 〈ψ|)⊗t
(C.1)

を満たすとき, |ϕ〉が量子 t - デザインであるという.

(C.1)の部分トレースを取ることで, η が量子 t - デザインならば, η が量子 (t− 1) - デザインであることが
わかる.

量子 t - デザインの意味を考える. |ϕ〉が量子 t - デザインとする. このとき, 任意の物理量 O ∈ L
(
Cd
)と

t′ = 1, 2, . . . , tに対して, ∫
CSd−1

η (d |ϕ〉) 〈ϕ|O|ϕ〉t
′

=

∫
CSd−1

ηS (d|ψ〉) 〈ψ|O|ψ〉t
′

(C.2)

が成り立つ. (C.2)は, 分布 η を持つ確率変数 |ϕ〉と分布 ηS を持つ確率変数 |ψ〉が, 任意の物理量の期待値の
t次までのモーメント全てが等しいことを述べている. もし, 分布 η を持つ確率変数 |ϕ′〉, 分布 ηS を持つ確率
変数 |ψ〉対して, 任意の物理量の期待値の t+ 1次までのモーメント全てが等しいとすると, |ϕ〉に比べて |ϕ′〉
の方がより |ψ〉に類似していると言えるだろう. したがって, 量子 t - デザインの tは, 確率変数 |ψ〉, つまり
CSd−1 上の “一様分布”に従う確率変数との類似度と理解できよう.
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C.2 ユニタリ t - デザイン
ユニタリ t - デザインは, 次のように定義される.

定義 C.2 (ユニタリ t - デザイン [86]) µH を U (d)上のハール測度とする. 分布 µを持つ U (d)-値確率変数
V が, 任意の ρ ∈ S

(
(Cd)⊗t

)に対して,∫
U(d)

µ (dV )V ⊗tρ
(
V †)⊗t

=

∫
U(d)

µH (dU)U⊗tρ
(
U †)⊗t

(C.3)

を満たすとき, V はユニタリ t - デザインであるという.

(C.3)において, ρ = ρ′ ⊗ ICd として, 部分トレースを取ることで, V がユニタリ t - デザインならば, ユニタ
リ (t − 1) - デザインであることがわかる. また, 任意の A ∈ L

(
(Cd)⊗t

)は, 非負の実数 c0, c1, c2, c3 と, あ
る ρ0, ρ1, ρ2, ρ3 ∈ S

(
(Cd)⊗t

)を用いて, A =
∑3

k=0 i
kckρk で表せることから, V がユニタリ t - デザイン

であることは, 任意の A ∈ L
(
(Cd)⊗t

)に対して,∫
U(d)

µ (dU)U⊗tA
(
U†)⊗t

=

∫
U(d)

µH (dV )V ⊗tA
(
V †)⊗t

(C.4)

であることと言い換えられる. 量子 t - デザインで述べたことと同様に, ユニタリ t - デザインの tは, 確率変
数 V , つまり U (d)上の “一様分布”に従う確率変数との類似度と理解できよう.

ユニタリ 2 -デザインの例について述べる. パウリ群Pn :=
{
eiθ
⊗n−1

j=0 σj | θ ∈ {0, 1, 2, 3} , σj ∈ {I,X, Y, Z}
}

として, クリフォード群 Cn :=
{
U ∈ U (2n) | UPnU

† = Pn

} とする. クリフォード群上の一様分布に従う
U (2n)-値確率変数は, ユニタリ 2 - デザインである [87]. すなわち, クリフォード群 Cn = {C1, C2, . . . , C|Cn|}

とすると, 任意の ρ ∈ S
(
C2n ⊗ C2n

)に対して,

1

|Cn|

|Cn|∑
i=1

C⊗2
i ρ(C†

i )⊗2 =

∫
U(2n)

µH (dU)U⊗2ρ
(
U †)⊗2

(C.5)

が成り立つ. (C.5)は, Randomized benchmarkingという, 実験的に量子ビットへのエラーを推定するプロト
コルを実現する上で重要な役割を果たす [88].
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付録 D

演算子ノルム

H, H1, H2 は, 有限次元の複素内積空間とする.

D.1 シャッテンノルム p - ノルム
線型演算子 A : H → Hに対して, ノルムを定義する.

定義 D.1 (シャッテン p - ノルム [81]) p ∈ [1,∞]として, A ∈ L (H)に対して, シャッテン p - ノルムを,

‖A‖p :=


[
Tr
√
A†A

p
] 1

p

(p <∞)

supx∈H, ∥x∥≤1 ‖Ax‖ (p =∞)
(D.1)

で定義する.

特に, ‖A‖∞ は,
√
A†Aの最大固有値に等しい [40].

本論文で用いたシャッテン p - ノルムに関する重要な性質を以下にまとめておく.

命題 D.2 ([81]) A, B ∈ L (H)とする.

(1) 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ならば, ‖A‖p ≥ ‖A‖q.

(2) p ∈ [1,∞]とし, U, V ∈ L (H)をユニタリとすると, ‖A‖p =
∥∥UAV †

∥∥
p
.

(3) ‖A‖p =
∥∥A⊤

∥∥
p

=
∥∥A†

∥∥
p

= ‖A∗‖p.

(4) p, q ∈ [1,∞]が, 1/p+ 1/q = 1を満たすならば,
∣∣Tr
[
B†A

]∣∣ ≤ ‖A‖p ‖B‖q.

(5) ‖AB‖p ≤ ‖A‖p ‖B‖p.

D.2 ダイアモンドノルム
D.1では, 線型演算子 A : H → H についてノルムを定義した. ここでは, 線型演算子 E : L (H1) → L (H2)

に対して, ノルムを定義する.
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まず, A : H → Hに対するトレースノルムとのアナロジーで, 線型演算子 E : L (H1)→ L (H2)に対してノ
ルムを定義する.

定義 D.3 ((1→ 1) - ノルム [89]) 線型演算子 E : L (H1)→ L (H2)に対して, (1→ 1)-ノルムを

‖E‖1→1 := sup
∥A∥1≤1

‖E (A)‖1 (D.2)

で定義する.

ここで, 2つの量子的な操作, つまり CPTP写像 E1, E2 : L (H1)→ L (H2)の差を定量化することを考えよ
う. この差は, 注目している系と相互作用していない n 準位系 Cn に依らないで欲しい. つまり, E1 と E2 と
の差は, E1 ⊗ IL (Cn)と E2 ⊗ IL (Cn)との差は等しくあって欲しい. しかしながら, 必ずしも ‖E1 − E2‖1→1

と
∥∥E1 ⊗ IL(Cn) − E2 ⊗ IL(Cn)

∥∥
1→1

は等しくない [90, 91]. そこで, E1 と E2 との差が, E1 ⊗ IL (Cn) と
E2 ⊗ IL (Cn)との差に等しくなるようなノルムを定義する.

定義 D.4 (ダイアモンドノルム [89, 90]) 線型演算子 E : L (H1) → L (H2) に対して, ダイアモンドノル
ムを,

‖E‖⋄ := sup
n∈N

∥∥E ⊗ IL(Cn)

∥∥
1→1

(D.3)

で定義する.

ここで, E : L (H1)→ L (H2)として, 定義 D.1より, 任意の 0でない A ∈ L (H1)に対して,

‖E‖⋄ ≥ ‖E‖1→1 = sup
∥B∥1≤1

‖E (B)‖1 ≥
‖E (A)‖1
‖A‖1

(D.4)

が成立する. よって, 任意の A ∈ L (H1)に対して,

‖E‖⋄ ‖A‖1 ≥ ‖E (A)‖1 (D.5)

が成立する.

ダイアモンドノルムについて, 以下の重要な定理が成立する.

定理 D.5 ([81]) 線型演算子 E : L (H1)→ L (H2)とする. このとき, n ≥ dimH1 ならば,

‖E‖⋄ =
∥∥E ⊗ IL(Cn)

∥∥
1→1

. (D.6)

定理 D.5より, 任意の n ∈ Nに対して,∥∥E ⊗ IL(Cn)

∥∥
⋄ =

∥∥∥E ⊗ IL(Cn) ⊗ IL(CdimH1)

∥∥∥
1→1

=
∥∥∥E ⊗ IL(Cn dimH1)

∥∥∥
1→1

= ‖E‖⋄ (D.7)

が成り立つ. よって, 2つの CPTP写像 E1, E2 : L (H1)→ L (H2)に対して,

‖E1 − E2‖⋄ =
∥∥E1 ⊗ IL(Cn) − E2 ⊗ IL(Cn)

∥∥
⋄ (D.8)

が成り立ち, 望んでいた性質をダイアモンドノルムが満たしてくれることがわかった.
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付録 E

第 3章の補足

E.1 (3.24)の導出
Hを d = 2n 次元複素内積空間とする. まず, パウリ基底に関する補題を示す.

補題 E.1 L (H) の基底としてパウリ基底
{
Mα:=(α0,α1··· ,αn−1) =

⊗n−1
i=0 σαi

}
α∈{0,1,2,3}n

を考える. この
とき,

∑
α∈{0,1,2,3}n

MαMβM
†
α =

d2I (β = 0)

0 (otherwise)
(E.1)

が成り立つ.

[証明] β = 0のときは明らか. β 6= 0とすると, βi 6= 0なる iが存在し,

3∑
αi=0

σαi
σβi

σ†
αi

= 0

であるから,

∑
α∈{0,1,2,3}n

MαMβM
†
α =

(
3∑

α0=0

σα1
σβ1

σ†
α1

)
⊗ · · · ⊗

(
3∑

αi=0

σαi
σβi

σ†
αi

)
⊗ · · · ⊗

 3∑
αn−1=0

σαn
σβn

σ†
αn

 = 0

が成り立つ. ■

さて, (3.24)を示そう. A ∈ L
(
Cd
)は, (cα)α∈{0,1,2,3}n を用いて,

A =
∑

α∈{0,1,2,3}n

cαMα (E.2)

と展開できる. すると,

Tr [A] =
∑

α∈{0,1,2,3}n

cα Tr [Mα] = c0d (E.3)



付録 E 第 3章の補足 105

が成り立つ. 一方, 補題 E.1より,∑
α∈{0,1,2,3}n

MαAM
†
α =

∑
α∈{0,1,2,3}n

∑
β∈{0,1,2,3}n

cβMαMβM
†
α = c0d

2I (E.4)

が成り立つ. ゆえに, ∑
α∈{0,1,2,3}n

MαAM
†
α = dTr [A] I (E.5)

が成り立つ. したがって,

Dp (A) =
(1− p) Tr [A]

d
I + pA (E.6)

=
1− p
d2

 ∑
α∈{0,1,2,3}n

MαAM
†
α

+ pM0AM
†
0 (E.7)

=

(
p+

1− p
d2

)
M0AM

†
0 +

1− p
d2

∑
α ̸=0

MαAM
†
α (E.8)

が成り立つ. したがって, 分極解消チャンネルの演算要素は,{√
p+

1− p
d2

M0

}
∪
{√

1− p
d

Mα

}
α ̸=0

(E.9)

となる.

E.2 (3.26)の導出

N (A) = DNg
◦ UNg

◦ · · · ◦ D1 ◦ U1 (A) (E.10)

= DNg
◦ UNg

◦ · · · ◦ U2 ◦ D1

(
U1AU

†
1

)
(E.11)

= DNg
◦ UNg

◦ · · · ◦ D2 ◦ U2
(
p1U1AU

†
1 +

Tr [A] (1− p1)

2n
IH

)
(E.12)

= DNg ◦ UNg ◦ · · · ◦ D3 ◦ U3
(
p1p2U2U1AU

†
1U

†
2 +

Tr [A] (1− p1p2)

2n
IH

)
(E.13)

... (E.14)

= p1p2 · · · pNg

(
Np

©
j=1
Ui (A)

)
+

Tr [A]
(
1− p1p2 · · · pNg

)
2n

IH (E.15)

= pUAU † +
Tr
[
UAU †] (1− p)

2n
IH = Dp ◦ U (A) . (E.16)

ここで, U : L (H) 3 A 7→ UAU † ∈ L (H), p := pNg
· · · p2p1 とした.
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付録 F

第 4章の補足

F.1 (4.8)の導出
X ∈ L (H)に対して,{
ϵ
(t)
U(γ),ν (X)

}2

=
∥∥∥A(t)

U(γ),ν

(
X⊗t

)∥∥∥2
2

(F.1)

= Tr

[(∫
U(2n)

µH (dV )V ⊗t
(
X†)⊗t (

V †)⊗t −
∫
Γ

ν (dγ)U (γ)
⊗t (

X†)⊗t (
U(γ)†

)⊗t

)
(∫

U(2n)

µH (dW )W⊗tX⊗t
(
W †)⊗t −

∫
Γ

ν (dγ′)U (γ′)
⊗t
X⊗t

(
U(γ′)†

)⊗t

)]
(F.2)

=

∫
U(2n)

µH (dV )

∫
U(2n)

µH (dW ) Tr
[
V X†V †WXW †]t

+

∫
Γ

ν (dγ)

∫
Γ

ν (dγ′) Tr
[
U (γ)X†U (γ)

†
U (γ′)XU (γ′)

†
]t

−
∫
U(2n)

µH (dV )

∫
Γ

ν (dγ′) Tr
[
U (γ′)XU (γ′)

†
V X†V †

]t
−
∫
U(2n)

µH (dW )

∫
Γ

ν (dγ) Tr
[
U (γ)X†U (γ)

†
WXW †

]t
(F.3)

=

∫
Γ

ν (dγ)

∫
Γ

ν (dγ′) Tr
[
XU (γ′)

†
U (γ)X†U (γ)

†
U (γ′)

]t
−
∫
U(2n)

µH (dW ) Tr
[
XW †X†W

]t
(F.4)

= F (t)
U(γ),ν (X)−F (t)

H (X) . (F.5)

より, (4.8)を得る. ここで, 3行目から 4行目において命題 A.21を用いた.

特に, 純粋状態 |ψ〉 ∈ Hとして, X = |ψ〉 〈ψ|のとき, 等号成立は,∥∥∥A(t)
U(γ),ν

(
(|ψ〉 〈ψ|)⊗t

)∥∥∥2
2

= 0 (F.6)

⇐⇒
∫
U(2n)

µH (dV )V ⊗t (|ψ〉 〈ψ|)⊗t (
V †)⊗t

=

∫
Γ

ν (dγ)U (γ)
⊗t

(|ψ〉 〈ψ|)⊗t (
U(γ)†

)⊗t
(F.7)



付録 F 第 4章の補足 107

⇐⇒
∫
CS2n−1

ηS (d|ϕ〉) (|ϕ〉 〈ϕ|)⊗t
=

∫
Γ

ν (dγ)
(
U (γ) |ψ〉 〈ψ|U(γ)†

)⊗t
(F.8)

⇐⇒ U (γ) |ψ〉が量子 t−デザインを成す. (F.9)

ここで, 2行目から 3行目において命題 A.22を用いた.

F.2 定理 4.1の証明
第 t イテレーションにおけるコスト関数の値 C

(
γ(t)

) において, γj 以外のパラメータを固定した関数を
C

(t)
j (γj) とした. 同様に, 第 t イテレーションにおける雑音のモデル N の下で計算したコスト関数の値

C̃
(
γ(t)

)において, γj 以外のパラメータを固定した関数を C̃
(t)
j (γj)とする. 各イテレーション tにおけるの

パラメータ更新は γ
(t+1)
j ← arg min

γj

C
(t)
j (γj)であるから, すべての tと j に対して,

arg min
γj

C
(t)
j (γj) = arg min

γj

C̃
(t)
j (γj) (F.10)

であることを示せばよい.

雑音のない場合, 初期状態 ρにアンザッツ U (γ)を作用させたのちに得られる終状態は U (γ) ρU (γ)
† であ

る. 一方で, 雑音のモデル N の下での終状態は, 命題 3.10より,

N (ρ) = DpG
◦ Ug ◦ · · · ◦ U2 ◦ Dp1

◦ U1 (ρ) = pU (γ) ρU (γ)
†

+
1− p

2n
I (F.11)

で表せる. ここで, p = p1p2 . . . pg ∈ (0, 1]とし, nは量子ビットの数とした. したがって, 雑音のない場合のコ
スト関数 C (γ)と雑音のある場合のコスト関数 C̃ (γ)は,

C̃ (γ) = Tr [ON (ρ)] = pTr
[
U (γ) ρ0U (γ)

†
]

+
1− p

2n
Tr [O] = pC (γ) +

1− p
2n

Tr [O] (F.12)

と関係づけられる. したがって, すべての tと j に対して,

C̃
(t)
j (γj) = pC

(t)
j (γj) +

1− p
2n

Tr [O] (F.13)

が成り立つ. p > 0であるから, (F.10)が成立することが示された.
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第 5章の補足

G.1 (5.17)の導出
スピン系の言葉で書いたシュウィンガーモデルのハミルトニアン

Hspin =
1

4a

n−2∑
j=0

(XjXj+1 + YjYj+1) +
g2a

2

n−2∑
j=0

(
j∑

k=0

Zk + (−1)
k

2

)2

+
m

2

n−1∑
j=0

(−1)
j
Zj (G.1)

の第 2項を書き換えていく. まず,

g2a

2

n−2∑
j=0

(
j∑

k=0

Zk + (−1)
k

2

)2

=
g2a

8

n−2∑
j=0

j∑
k=0

j∑
l=0

(
Zk + (−1)

k
)(

Zl + (−1)
l
)

(G.2)

=
g2a

8

n−2∑
j=0

j∑
k=0

j∑
l=0

ZkZl + (−1)
k
Zl + (−1)

l
Zk + (−1)

k+l
(G.3)

=
g2a

4

n−2∑
j=0

j∑
k=0

j∑
l=k+1

ZkZl +
g2a

4

n−2∑
j=0

j∑
k=0

(j + 1 mod 2)Zk + C (G.4)

である. ここで, 恒等演算子に比例する項を C とした. さらに,

n−2∑
j=0

j∑
k=0

j∑
l=k+1

ZkZl = (Z0Z1) +

(
Z0Z1 + Z0Z2

+ Z1Z2

)
+


Z0Z1 + Z0Z2 + Z0Z3

+Z1Z2 + Z1Z3

+ Z2Z3

+ · · ·+


Z0Z1 + · · ·+ Z0Zn−2

. . .
...

+ Zn−3Zn−2


(G.5)

=

n−3∑
j=0

n−2∑
k=j+1

(n− k − 1)ZjZk (G.6)

であることと,

n−2∑
j=0

j∑
k=0

(j + 1 mod 2)Zk =

n−2∑
k=0

n−2∑
j=k

(j + 1 mod 2)Zk (G.7)

=

n−2∑
k=0

n−2∑
j=0

(j + 1 mod 2)−
k−1∑
j=0

(j + 1 mod 2)

Zk (G.8)



付録 G 第 5章の補足 109

図G.1: 5.5.1で用いた雑音のモデル. 1量子ビットゲートが作用する度に分極解消チャンネル Dp1 , 2量子ビットゲート
が作用する度に分極解消チャンネル Dp2 が作用する雑音のモデルとなっている.

=

n−1∑
k=0

(⌊n
2

⌋
−
⌊
k + 1

2

⌋)
Zk (G.9)

であることから,

g2a

2

n−2∑
j=0

(
j∑

k=0

Zk + (−1)
k

2

)2

=
g2a

4

n−3∑
j=0

n−2∑
k=j+1

(n− k − 1)ZjZk +
g2a

4

n−1∑
k=0

(⌊n
2

⌋
−
⌊
k + 1

2

⌋)
Zk + C

(G.10)

を得る. したがって,

HZ :=

n−1∑
j=0

αZ
j Zj with αZ

j :=
m (−1)

j

2
+
g2a

4

(⌊n
2

⌋
−
⌊
j + 1

2

⌋)

HXY :=

n−2∑
j=0

αXY
j (XjXj+1 + YjYj+1) with αXY

j :=
1

4a

HZZ :=

n−3∑
j=0

n−2∑
k=j+1

αZZ
jk ZjZk with αZZ

jk :=
g2a

4
(n− k − 1)

(G.11)

を用いて, Hspin を

Hspin = HZ +HXY +HZZ (G.12)

と表せる. ここで, 恒等演算子に比例する項 C を書くことを省いた.

G.2 5.5.1で用いた雑音のモデル
まず, ibm lagosの量子ビット 0, 1, 2, 3のトポロジー (図 3.4)の下で, 計算したい量子ゲート U を基本ゲー
ト
√
X, X, RZ , CNOT ゲートに U = UNg · · ·U2U1 と分解する. そして, Ui が 1 量子ビットゲート (

√
X,

X, RZ)であるならば, Ui が作用したのちに 4量子ビット全体に作用する分極解消チャンネル Dp1
を, Ui が
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2量子ビットゲート (CNOTゲート)であるならば, Ui が作用したのちに 4量子ビット全体に作用する分極解
消チャンネル Dp2

を作用させる雑音のモデルを考えた. 分極解消チャンネルのパラメータは, p1 = 0.99985,

p2 = 0.9985とした. 図 G.1に, 雑音のモデルを示した.

G.3 2サイト格子シュウィンガーモデルの時間発展シミュレーションに用
いた量子回路

図 5.7に, ibm lagosを用いた 2サイト格子シュウィンガーモデルの時間発展シミュレーションの結果を示
した. 図 3.4 に, ibm lagos の量子ビットのトポロジーを示した. 本実験では, 量子ビット 3, 5 を用いた. ま
た, 図 5.7 (a) において, 時刻 0.6π の系のシミュレーションを行うのに用いた量子回路を 図 G.2 に示した.

ibm lagos上では, あらゆる量子ゲートは基本ゲート
√
X, X, RZ , CNOTゲートに分解される.
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(a) RQDにより近似された時間発展演算子の量子回路.

(b) トロッター分解された時間発展演算子の量子回路.

図G.2: 図 5.7bにおける時刻 0.6π の系のシミュレーションを行うのに用いた量子回路.
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付録 H

第 6章の補足

H.1 準備
複素内積空間Hの正規直交基底 {|i〉}d:=dimH

i=1 とする.

補題 H.1 線型演算子 G ∈ L
(
H⊗2

)を, H⊗2 の正規直交基底 {|i〉 ⊗ |j〉}di,j=1 に対して,

G |i〉 ⊗ |j〉 = |j〉 ⊗ |i〉 (H.1)

と作用する線型演算子と定義する. Gは以下の性質を満たす.

(1) G2 = IH⊗2 , G = G†.

(2) A ∈ L (H)に対して, Tr
[
A⊗2G

]
= Tr

[
A2
]
.

(3) A, B ∈ L (H)に対して, G(A⊗B)G = B ⊗A.

[証明] (1) G2 = IH⊗2 は明らか. また, 全ての i, j, k, lに対して,

(〈k| ⊗ 〈l|)G(|i〉 ⊗ |j〉) = (〈k| ⊗ 〈l|)(|j〉 ⊗ |i〉) = δkjδil (H.2)

(〈k| ⊗ 〈l|)G†(|i〉 ⊗ |j〉) = (〈l| ⊗ 〈k|)(|i〉 ⊗ |j〉) = δkjδil (H.3)

であるから, G = G†.

(2) A =
∑d

i,j=1 aij |i〉 〈j|として,

Tr
[
A⊗2G

]
= Tr

 d∑
i,j,k,l=1

aijaklG(|i〉 〈j| ⊗ |k〉 〈l|)

 (H.4)

= Tr

 d∑
i,j,k,l=1

aijakl |k〉 〈j| ⊗ |i〉 〈l|

 (H.5)

=

d∑
i,j,k,l=1

aijaklδkjδil =

d∑
i,j=1

aijaji = Tr
[
A2
]

(H.6)

を得る.
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(3) A =
∑d

i,j=1 aij |i〉 〈j|, B =
∑d

k,l=1 bkl |k〉 〈l|として,

G(A⊗B)G =

d∑
i,j,k,l=1

aijbklG(|i〉 〈j| ⊗ |k〉 〈l|)G =

d∑
i,j,k,l=1

aijbkl(|k〉 〈l| ⊗ |i〉 〈j|) = B ⊗A (H.7)

を得る.

■

補題 H.2 A, B ∈ L (H)とする. このとき, 0 ≤ A, 0 ≤ B ≤ IH ならば, 0 ≤ Tr [AB] ≤ Tr [A] である.

[証明] まず, 第 1不等号を示す. A, B は正オペレータなので, スペクトル分解可能で, Aの固有値 0 ≤ ai, B

の固有値 0 ≤ bi ≤ 1に対応して, Hの正規直交基底 {|i〉}di=1,
{
|̃i〉
}d
i=1
がそれぞれ存在し,

A =
∑

ai |i〉 〈i| , B =
∑

bi |̃i〉 〈̃i| . (H.8)

A, B の固有値は非負なので,

Tr [AB] =
∑
i

∑
j

aibj
∣∣〈i|j̃〉∣∣2 ≥ 0. (H.9)

次に, 第 2不等号を示す. 0 ≤ IH −B ≤ IH であるから, 第 1不等号で示した結果より,

Tr [A (IH −B)] ≥ 0 ⇐⇒ Tr [A] ≥ Tr [AB] . (H.10)

■

補題 H.3 A ∈ L (H)とする. このとき, 0 ≤ A ≤ IH ならば, 0 ≤ A⊗2 ≤ IH⊗2 .

[証明] Aは正オペレータなので, スペクトル分解定理より, Aの固有値 0 ≤ ai ≤ 1に対応して, Hの正規直交
基底 {|i〉}di=1 が存在し,

A =

dimH∑
i=1

ai |i〉 〈i| . (H.11)

このとき, 任意の |ψ〉 ∈ H⊗2 は,

|ψ〉 =
∑
i,j

ψij |i〉 ⊗ |j〉 (H.12)

で表されるので,

〈ψ|A⊗2|ψ〉 =
∑
i,j

|ψij |2 aiaj

≥ 0

≤ 〈ψ|ψ〉
, (H.13)

つまり, 0 ≤ A⊗2 ≤ IH⊗2 . ■

補題 H.4 A ∈ L
(
H⊗2

)
, B ∈ L (H)とする. 0 ≤ A, 0 ≤ B ≤ IH ならば, 0 ≤ Tr

[
AB⊗2

]
≤ Tr [A].
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[証明] 補題 H.2, 補題 H.3より示せる. ■

補題 H.5 p ∈ [1,∞]として, A ∈ L (H)とする. このとき,
∥∥A⊗2

∥∥
p

= ‖A‖2p.

[証明] A†Aは, 正オペレータゆえスペクトル分解可能で, A†Aの固有値 0 ≤ ai に対応して, Hの正規直交基
底 {|i〉}di=1 が存在し,

A†A =
∑
i

ai |i〉 〈i| . (H.14)

よって, p ∈ [1,∞)ならば,

∥∥A⊗2
∥∥
p

=

Tr

√∑
i,j

aiaj |i〉 〈i| ⊗ |j〉 〈j|
p
 1

p

=

∑
i

√
ai

p
∑
j

√
aj

p

 1
p

=

[∑
i

√
ai

p

] 1
p

∑
j

√
aj

p

 1
p

= ‖A‖2p .

(H.15)

A†Aの最大固有値の 2乗は (A†A)⊗2 の最大固有値に等しいので, これは p =∞でも成立. ■

H.2 定理 6.1の証明
見やすさのため, UR (γR), UM (γM ), UL (γL), UM,γ (γM )をそれぞれ UR, UM , UL, UM,γ と書く.

H.2.1 (6.8)の導出

(6.4)より,

EγR,γL

[
∂C(γ)

∂γ

]
=

∫
νR (dγR)

∫
νL (dγL) Tr

[
U †
LOULUM,γURρU

†
RU

†
M

]
+ Tr

[
U†
LOULUMURρU

†
RU

†
M,γ

]
.

(H.16)

さらに, U (d)-値確率変数 UR, UL がユニタリ 1 - デザインであるので,

EγR,γL

[
∂C(γ)

∂γ

]
=

∫
µH (dUR)

∫
µH (dUL) Tr

[
U†
LOULUM,γURρU

†
RU

†
M

]
+ Tr

[
U †
LOULUMURρU

†
RU

†
M,γ

]
.

(H.17)

ここに, 公式 B.2を用いれば,

EγR,γL

[
∂C(γ)

∂γ

]
=

Tr [ρ] Tr [O]

d2
Tr
[
UM,γU

†
M + UMU

†
M,γ

]
(H.18)

=
Tr [ρ] Tr [O]

d2
Tr

[
∂

∂γ

(
UMU

†
M

)]
(H.19)

=
Tr [ρ] Tr [O]

d2
Tr

[
∂

∂γ
IH

]
= 0. (H.20)

ゆえに,

Eγ

[
∂C(γ)

∂γ

]
= EγR,γM ,γL

[
∂C(γ)

∂γ

]
= 0 (H.21)

を得る.
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H.2.2 (6.9)の導出

(6.8)より,

Vγ

[
∂C(γ)

∂γ

]
= Eγ

[(
∂C(γ)

∂γ

)2
]

(H.22)

なので, 勾配の 2次モーメントを考えれば良い. 勾配の 2乗は, (6.5)より,(
∂C (γ)

∂γ

)2

= Tr
[
U†
LOULUM,γURρU

†
RU

†
M

]2
+ Tr

[
U†
LOULUMURρU

†
RU

†
M,γ

]2
+ 2 Tr

[
U †
LOULUM,γURρU

†
RU

†
M

]
Tr
[
U†
LOULUMURρU

†
RU

†
M,γ

]
. (H.23)

よって,

EγR,γL

[(
∂C(γ)

∂γ

)2
]

=

∫
νR (dγR)

∫
νL (dγL) Tr

[
U†
LOULUM,γURρU

†
RU

†
M

]2
+ Tr

[
U†
LOULUMURρU

†
RU

†
M,γ

]2
+ 2 Tr

[
U †
LOULUM,γURρU

†
RU

†
M

]
Tr
[
U†
LOULUMURρU

†
RU

†
M,γ

]
.

(H.24)

さらに, U (d)-値確率変数 UR と UL がユニタリ 2 - デザインであるので,

EγR,γL

[(
∂C(γ)

∂γ

)2
]

=

∫
µH (dUR)

∫
µH (dUL) Tr

[
U †
LOULUM,γURρU

†
RU

†
M

]2
+ Tr

[
U †
LOULUMURρU

†
RU

†
M,γ

]2
+ 2 Tr

[
U †
LOULUM,γURρU

†
RU

†
M

]
Tr
[
U†
LOULUMURρU

†
RU

†
M,γ

]
.

(H.25)

この積分を各項についてそれぞれ計算する. まず, (H.25)の第 1項の積分は, 公式 B.5より,

((H.25)の第 1項) =
∆

(1)
d (ρ) ∆

(1)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr
[
UM,γU

†
M

]2
+

∆
(1)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr

[(
UM,γU

†
M

)2]
+

∆
(2)
d (ρ) ∆

(1)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr

[(
U †
MUM,γ

)2]
+

∆
(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr
[
UM,γU

†
M

]2
(H.26)

次に, (H.25)の第 2項の積分は, (H.26)で, UM,γ ↔ UM と置き換えればよく,

((H.25)の第 2項) =
∆

(1)
d (ρ) ∆

(1)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr
[
UMU

†
M,γ

]2
+

∆
(1)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr

[(
UMU

†
M,γ

)2]
+

∆
(2)
d (ρ) ∆

(1)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr

[(
U †
M,γUM

)2]
+

∆
(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr
[
UMU

†
M,γ

]2
(H.27)

最後に, (H.25)の第 3項の積分は, 公式 B.5より,

((H.25)の第 3項) =
2∆

(1)
d (ρ) ∆

(1)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr
[
UM,γU

†
M

]
Tr
[
UMU

†
M,γ

]
+

2∆
(1)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr
[
UM,γU

†
MUMU

†
M,γ

]
+

2∆
(2)
d (ρ) ∆

(1)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr
[
U†
MUM,γU

†
M,γUM

]
+

2∆
(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr
[
UM,γU

†
M,γ

]
Tr
[
UMU

†
M

]
(H.28)
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ゆえに, (H.26), (H.27), (H.28)より,

EγR,γL

[(
∂C(γ)

∂γ

)2
]

=
∆

(1)
d (ρ) ∆

(1)
d (O)

(d2 − 1)2

(
Tr
[
UM,γU

†
M

]2
+ Tr

[
UMU

†
M,γ

]2
+ 2 Tr

[
UM,γU

†
M

]
Tr
[
UMU

†
M,γ

])

+
∆

(1)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr

[(
UM,γU

†
M

)2
+
(
UMU

†
M,γ

)2
+ 2UM,γU

†
MUMU

†
M,γ

]
+

∆
(2)
d (ρ) ∆

(1)
d (O)

(d2 − 1)2
Tr

[(
U†
MUM,γ

)2
+
(
U †
M,γUM

)2
+ 2U †

MUM,γU
†
M,γUM

]
+

∆
(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2

(
Tr
[
UM,γU

†
M

]2
+ Tr

[
UMU

†
M,γ

]2
+ 2dTr

[
UM,γU

†
M,γ

])
(H.29)

を得る. さらに,

Tr
[
UM,γU

†
M

]2
+ Tr

[
UMU

†
M,γ

]2
+ 2 Tr

[
UM,γU

†
M

]
Tr
[
UMU

†
M,γ

]
= Tr

[
UM,γU

†
M + UMU

†
M,γ

]2
= Tr

[
∂

∂γ
UMU

†
M

]2
= Tr

[
∂

∂γ
IH

]2
= 0, (H.30)

Tr

[(
UM,γU

†
M

)2
+
(
UMU

†
M,γ

)2
+ 2UM,γU

†
MUMU

†
M,γ

]
= Tr

[(
UM,γU

†
M + UMU

†
M,γ

)2]
= Tr

[(
∂

∂γ
UMU

†
M

)2
]

= Tr

[(
∂

∂γ
IH

)2
]

= 0, (H.31)

Tr

[(
U †
MUM,γ

)2
+
(
U†
M,γUM

)2
+ 2U†

MUM,γU
†
M,γUM

]
= Tr

[(
U †
MUM,γ + U†

M,γUM

)2]
= Tr

[(
∂

∂γ
UMU

†
M

)2
]

= Tr

[(
∂

∂γ
IH

)2
]

= 0 (H.32)

であるから,

EγR,γL

[(
∂C(γ)

∂γ

)2
]

=
∆

(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2

(
Tr
[
UM,γU

†
M

]2
+ Tr

[
UMU

†
M,γ

]2
+ 2dTr

[
UM,γU

†
M,γ

])
(H.33)

=
∆

(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2

(
−2 Tr

[
UM,γU

†
M

]
Tr
[
UMU

†
M,γ

]
+ 2dTr

[
UM,γU

†
M,γ

])
(H.34)

=
2d∆

(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2

Tr
[
UM,γU

†
M,γ

]
−

∣∣∣Tr
[
UM,γU

†
M

]∣∣∣2
d

 (H.35)

を得る. ゆえに,

Vγ

[
∂C(γ)

∂γ

]
= Eγ

[(
∂C(γ)

∂γ

)2
]

= EγR,γM ,γL

[(
∂C(γ)

∂γ

)2
]

(H.36)



付録 H 第 6章の補足 117

=
2d∆

(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2

∫
νM (dγM )

Tr
[
UM,γU

†
M,γ

]
−

∣∣∣Tr
[
UM,γU

†
M

]∣∣∣2
d

 (H.37)

を得る.

H.3 命題 6.2の証明
見やすさのため A(t)

UR(γR),νR
(·)や A(t)

UL(γL)†,νL
(·)を A(t)

R (·)や A(t)
L (·)と書く.

H.3.1 (6.13)の導出

(6.5)より, 勾配の期待値は,

EγR,γL

[
∂C (γ)

∂γ

]
=

∫
νR (dγR)

∫
νL (dγL) Tr

[
U†
LOULUM,γURρUR

†U †
M

]
+

∫
νR (dγR)

∫
νL (dγL) Tr

[
U †
LOULUMURρUR

†U †
M,γ

]
(H.38)

と表せる. (H.38)の各項をそれぞれ計算していく. まず, (H.38)の第 1項は, A(1)
R (ρ)や A(1)

L (O)を用いて,

((H.38)の第 1項) =

∫
µH (dV )

∫
µH (dW ) Tr

[
W †OWUM,γV ρV

†U †
M

]
−
∫
µH (dV ) Tr

[
A(1)

L (O)UM,γV ρV
†U †

M

]
−
∫
µH (dW ) Tr

[
W †OWUM,γA(1)

R (ρ)U †
M

]
+ Tr

[
A(1)

L (O)UM,γA(1)
R (ρ)U †

M

]
(H.39)

と表せる. 公式 B.2を用いて, (H.39)をハール測度に関して積分すると,

((H.38)の第 1項) =
Tr [O] Tr

[
UM,γU

†
M

]
d2

−
Tr
[
A(1)

L (O)UM,γU
†
M

]
d

−
Tr [O] Tr

[
A(1)

R (ρ)U †
MUM,γ

]
d

+ Tr
[
A(1)

L (O)UM,γA(1)
R (ρ)U †

M

]
(H.40)

を得る. (H.38)の第 2項については, (H.40)で, UM,γ ↔ UM と置き換えればよく,

((H.38)の第 2項) =
Tr [O] Tr

[
UMU

†
M,γ

]
d2

−
Tr
[
A(1)

L (O)UMU
†
M,γ

]
d
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−
Tr [O] Tr

[
A(1)

R (ρ)U †
M,γUM

]
d

+ Tr
[
A(1)

L (O)UMA(1)
R (ρ)U †

M,γ

]
(H.41)

を得る. したがって, (H.40), (H.41)より,

Eγ

[
∂C (γ)

∂γ

]
=

∫
νM (dγM )

Tr [O] Tr
[
UM,γU

†
M + UMU

†
M,γ

]
d2

−
∫
νM (dγM )

Tr
[
A(1)

L (O)
(
UM,γU

†
M + UMU

†
M,γ

)]
d

−
∫
νM (dγM )

Tr [O] Tr
[
A(1)

R (ρ)
(
U †
MUM,γ + U†

M,γUM

)]
d

+

∫
νM (dγM )

∂

∂γ
Tr
[
A(1)

L (O)UMA(1)
R (ρ)U†

M

]
(H.42)

=

∫
νM (dγM )

∂

∂γ
Tr
[
A(1)

L (O)UMA(1)
R (ρ)U†

M

]
(H.43)

を得る. ここで,

UM,γU
†
M + UMU

†
M,γ =

∂

∂γ

(
UMU

†
M

)
=

∂

∂γ
IH = 0 (H.44)

U†
MUM,γ + U †

M,γUM =
∂

∂γ

(
U †
MUM

)
=

∂

∂γ
IH = 0 (H.45)

を用いた.

H.3.2 (6.14)の導出

(6.5)より, コスト関数の勾配の 2次モーメントは,

EγR,γL

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]

=

∫
νR (dγR)

∫
νL (dγL) Tr

[
U†
LOULUM,γURρUR

†U†
M

]2
+

∫
νR (dγR)

∫
νL (dγL) Tr

[
U†
LOULUMURρUR

†U†
M,γ

]2
+ 2

∫
νR (dγR)

∫
νL (dγL) Tr

[
U †
LOULUM,γURρUR

†U†
M

]
Tr
[
U †
LOULUMURρUR

†U †
M,γ

]
(H.46)

と表せる. (H.46)の各項をそれぞれ計算していく. まず, (H.46)の第 1項は, A(2)
R

(
ρ⊗2

)や A(2)
L

(
O⊗2

)を用
いて,

((H.46)の第 1項) =

∫
µH (dV )

∫
µH (dW ) Tr

[
(W †)⊗2O⊗2W⊗2U⊗2

M,γV
⊗2ρ⊗2(V †)⊗2(U†

M )⊗2
]

−
∫
µH (dV ) Tr

[
A(2)

L

(
O⊗2

)
U⊗2
M,γV

⊗2ρ⊗2(V †)⊗2(U†
M )⊗2

]
−
∫
µH (dW ) Tr

[
(W †)⊗2O⊗2W⊗2U⊗2

M,γA
(2)
R

(
ρ⊗2

)
(U†

M )⊗2
]
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+ Tr
[
A(2)

L

(
O⊗2

)
U⊗2
M,γA

(2)
R

(
ρ⊗2

)
(U†

M )⊗2
]

(H.47)

と表せる. 公式 B.4を用いて, (H.47)の第 2項と第 3項をハール測度に関して積分すると,

((H.46)の第 1項) =

∫
µH (dV )

∫
µH (dW ) Tr

[
(W †)⊗2O⊗2W⊗2U⊗2

M,γV
⊗2ρ⊗2(V †)⊗2(U†

M )⊗2
]

− 1

d2 − 1
Tr
[
(U†

M )⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
U⊗2
M,γ

(
∆

(1)
d (ρ) +G∆

(2)
d (ρ)

)]
− 1

d2 − 1
Tr
[
U⊗2
M,γA

(2)
R

(
ρ⊗2

)
(U†

M )⊗2
(

∆
(1)
d (O) +G∆

(2)
d (O)

)]
+ Tr

[
A(2)

L

(
O⊗2

)
U⊗2
M,γA

(2)
R

(
ρ⊗2

)
(U†

M )⊗2
]

(H.48)

を得る. ここで, Hの正規直交基底 {|i〉}di=1 に対して, G ∈ L
(
H⊗2

)を,

G |i〉 ⊗ |j〉 = |j〉 ⊗ |i〉 (H.49)

で定義し, 補題 H.1(2)を用いた. (H.46)の第 2項は, (H.48)で, UM,γ ↔ UM と置き換えればよく,

((H.46)の第 2項) =

∫
µH (dV )

∫
µH (dW ) Tr

[
(W †)⊗2O⊗2W⊗2U⊗2

M V ⊗2ρ⊗2(V †)⊗2(U †
M,γ)⊗2

]
− 1

d2 − 1
Tr
[
(U†

M,γ)⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
U⊗2
M

(
∆

(1)
d (ρ) +G∆

(2)
d (ρ)

)]
− 1

d2 − 1
Tr
[
U⊗2
M A

(2)
R

(
ρ⊗2

)
(U †

M,γ)⊗2
(

∆
(1)
d (O) +G∆

(2)
d (O)

)]
+ Tr

[
A(2)

L

(
O⊗2

)
U⊗2
M A

(2)
R

(
ρ⊗2

)
(U †

M,γ)⊗2
]

(H.50)

を得る. また, (H.46)の第 3項は, A(2)
R

(
ρ⊗2

)や A(2)
L

(
O⊗2

)を用いて,

((H.46)の第 3項) = 2

∫
µH (dV )

∫
µH (dW ) Tr

[
(W †)⊗2O⊗2W⊗2 (UM,γ ⊗ UM )V ⊗2ρ⊗2(V †)⊗2(U †

M ⊗ U
†
M,γ)

]
− 2

∫
µH (dV ) Tr

[
A(2)

L

(
O⊗2

)
(UM,γ ⊗ UM )V ⊗2ρ⊗2(V †)⊗2(U †

M ⊗ U
†
M,γ)

]
− 2

∫
µH (dW ) Tr

[
(W †)⊗2O⊗2W⊗2 (UM,γ ⊗ UM )A(2)

R

(
ρ⊗2

)
(U†

M ⊗ U
†
M,γ)

]
+ 2 Tr

[
A(2)

L

(
O⊗2

)
(UM,γ ⊗ UM )A(2)

R

(
ρ⊗2

)
(U †

M ⊗ U
†
M,γ)

]
(H.51)

と表せる. 公式 B.4を用いて, (H.51)の第 2項と第 3項をハール測度に関して積分すると,

((H.46)の第 3項) = 2

∫
µH (dV )

∫
µH (dW ) Tr

[
(W †)⊗2O⊗2W⊗2 (UM,γ ⊗ UM )V ⊗2ρ⊗2(V †)⊗2(U †

M ⊗ U
†
M,γ)

]
− 2

d2 − 1
Tr
[
(U†

M ⊗ U
†
M,γ)A(2)

L

(
O⊗2

)
(UM,γ ⊗ UM )

(
∆

(1)
d (ρ) +G∆

(2)
d (ρ)

)]
− 2

d2 − 1
Tr
[
(UM,γ ⊗ UM )A(2)

R

(
ρ⊗2

)
(U †

M ⊗ U
†
M,γ)

(
∆

(1)
d (O) +G∆

(2)
d (O)

)]
+ 2 Tr

[
A(2)

L

(
O⊗2

)
(UM,γ ⊗ UM )A(2)

R

(
ρ⊗2

)
(U †

M ⊗ U
†
M,γ)

]
(H.52)

を得る. したがって, (H.48), (H.50), (H.52)より,

Eγ

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]
− vγ (ρ,O)
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=− 1

d2 − 1

∫
νM (dγM )

(
Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))]
∆

(1)
d (ρ) + Tr

[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
G
]

∆
(2)
d (ρ)

)
− 1

d2 − 1

∫
νM (dγM )

(
Tr
[
J2
(
A(2)

R

(
ρ⊗2

))]
∆

(1)
d (O) + Tr

[
J2
(
A(2)

R

(
ρ⊗2

))
G
]

∆
(2)
d (O)

)
+

∫
νM (dγM ) Tr

[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
A(2)

R

(
ρ⊗2

)]
(H.53)

となる. ここで,

vγ (ρ,O) :=

∫
µH (dV )

∫
νM (dγM )

∫
µH (dW ) Tr

[
(W †)⊗2O⊗2W⊗2U⊗2

M,γV
⊗2ρ⊗2(V †)⊗2U⊗2

M

]
+

∫
µH (dV )

∫
νM (dγM )

∫
µH (dW ) Tr

[
(W †)⊗2O⊗2W⊗2U⊗2

M V ⊗2ρ⊗2(V †)⊗2U⊗2
M,γ

]
+ 2

∫
µH (dV )

∫
νM (dγM )

∫
µH (dW ) Tr

[
(W †)⊗2O⊗2W⊗2 (UM,γ ⊗ UM )V ⊗2ρ⊗2(V †)⊗2(U †

M ⊗ U
†
M,γ)

]
(H.54)

とし,

J1 (·) := (U †
M )⊗2 (·)U⊗2

M,γ + (U †
M,γ)⊗2 (·)U⊗2

M + 2(U†
M ⊗ U

†
M,γ) (·) (UM,γ ⊗ UM ) (H.55)

J2 (·) := U⊗2
M,γ (·) (U†

M )⊗2 + U⊗2
M (·) (U†

M,γ)⊗2 + 2 (UM,γ ⊗ UM ) (·) (U †
M ⊗ U

†
M,γ) (H.56)

とした. vγ (ρ,O)は, UR, UL がユニタリ 2 - デザインであると仮定した場合のコスト関数の勾配の 2次モー
メントに等しいので, 定理 6.1より,

vγ (ρ,O) =
2d∆

(2)
d (ρ) ∆

(2)
d (O)

(d2 − 1)2

∫
νM (dγM )

Tr
[
UM,γU

†
M,γ

]
−

∣∣∣Tr
[
UM,γU

†
M

]∣∣∣2
d

 (H.57)

である. また,

Tr [J1 (·)] = Tr [J2 (·)] = 0 (H.58)

である. なぜなら,

U⊗2
M,γ(U†

M )⊗2 + UM
⊗2(U†

M,γ)⊗2 + 2 (UM,γ ⊗ UM ) (U †
M ⊗ U

†
M,γ) (H.59)

= UM,γU
†
M ⊗ (UM,γU

†
M + UMU

†
M,γ) + (UMU

†
M,γ + UM,γU

†
M )⊗ UMU

†
M,γ (H.60)

= UMU
†
M,γ ⊗

(
∂

∂γ
(UMU

†
M )

)
+

(
∂

∂γ
(UMU

†
M )

)
⊗ UM,γU

†
M (H.61)

= UMU
†
M,γ ⊗

(
∂

∂γ
IH

)
+

(
∂

∂γ
IH

)
⊗ UM,γU

†
M = 0 (H.62)

であるが故に,

Tr [J1 (·)] = Tr
[(
U⊗2
M,γ(U†

M )⊗2 + UM
⊗2(U †

M,γ)⊗2 + 2 (UM,γ ⊗ UM ) (U †
M,γ ⊗ U

†
M )
)

(·)
]

= 0 (H.63)

であるからである. Tr [J2 (·)] = 0も同様に示せる. したがって, (H.58)を (H.53)に代入して,

Eγ

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]
− vγ (ρ,O) = −

∆
(2)
d (ρ)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) Tr

[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
G
]
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−
∆

(2)
d (O)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) Tr

[
J2
(
A(2)

R

(
ρ⊗2

))
G
]

+

∫
νM (dγM ) Tr

[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
A(2)

R

(
ρ⊗2

)]
(H.64)

を得る.

さらに, Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
G
]
の計算を進める. 補題 H.1(1)(3)より,

Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
G
]

= Tr
[
(U †

M )⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
U⊗2
M,γG+ (U†

M,γ)⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
U⊗2
M G+ 2(U†

M ⊗ U
†
M,γ)A(2)

L

(
O⊗2

)
(UM,γ ⊗ UM )G

]
(H.65)

= Tr
[
(U †

M )⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
G2U⊗2

M,γG+ (U †
M,γ)⊗2A(2)

L

(
O⊗2

)
G2U⊗2

M G+ 2(U†
M ⊗ U

†
M,γ)A(2)

L

(
O⊗2

)
G2 (UM,γ ⊗ UM )G

]
(H.66)

= Tr
[
(U †

M )⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
GU⊗2

M,γ + (U†
M,γ)⊗2A(2)

L

(
O⊗2

)
GU⊗2

M + 2(U†
M ⊗ U

†
M,γ)A(2)

L

(
O⊗2

)
G (UM ⊗ UM,γ)

]
(H.67)

= Tr
[
A(2)

L

(
O⊗2

)
G
(
U⊗2
M,γ(U†

M )⊗2 + U⊗2
M (U†

M,γ)⊗2 + 2 (UM ⊗ UM,γ) (U†
M ⊗ U

†
M,γ)

)]
(H.68)

= 2 Tr
[
A(2)

L

(
O⊗2

)
GJ1

]
(H.69)

を得る. 最後の等号で (H.62)を用いて,

J1 := (UM ⊗ UM,γ) (U†
M ⊗ U

†
M,γ)− (UM,γ ⊗ UM ) (U †

M ⊗ U
†
M,γ) (H.70)

とした. 同様に, Tr
[
J2
(
A(2)

R

(
ρ⊗2

))
G
]
は,

Tr
[
J2
(
A(2)

R

(
ρ⊗2

))
G
]

= 2 Tr
[
A(2)

R

(
ρ⊗2

)
GJ2

]
(H.71)

となる. ここで,

J2 := (U†
M,γ ⊗ U

†
M )(UM,γ ⊗ UM )− (U†

M ⊗ U
†
M,γ)(UM,γ ⊗ UM ) (H.72)

とした. ゆえに, (H.70), (H.71)を (H.64)に代入して,

Eγ

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]
− vγ (ρ,O) = −

2∆
(2)
d (ρ)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) Tr

[
A(2)

L

(
O⊗2

)
GJ1

]
−

2∆
(2)
d (O)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) Tr

[
A(2)

R

(
ρ⊗2

)
GJ2

]
+

∫
νM (dγM ) Tr

[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
A(2)

R

(
ρ⊗2

)]
(H.73)

を得る.
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H.4 定理 6.3の証明
H.4.1 (6.21)の導出

命題 6.2より,∣∣∣∣∣Eγ

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]
− vγ (ρ,O)

∣∣∣∣∣ ≤ 2∆
(2)
d (ρ)

d2 − 1

∫
νM (dγM )

∣∣∣Tr
[
A(2)

L

(
O⊗2

)
GJ1

]∣∣∣
+

2∆
(2)
d (O)

d2 − 1

∫
νM (dγM )

∣∣∣Tr
[
A(2)

R

(
ρ⊗2

)
GJ2

]∣∣∣
+

∫
νM (dγM )

∣∣∣Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
A(2)

R

(
ρ⊗2

)]∣∣∣ . (H.74)

(H.74)の各項の被積分関数を評価していく. まず, (H.74)の第 1項, 第 2項の被積分関数は,∣∣∣Tr
[
A(2)

L

(
O⊗2

)
GJ1

]∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(2)
L

(
O⊗2

)
G
∥∥∥
2
‖J1‖2 =

∥∥∥A(2)
L

(
O⊗2

)∥∥∥
2
‖J1‖2 (H.75)∣∣∣Tr

[
A(2)

R

(
ρ⊗2

)
GJ2

]∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(2)
R

(
ρ⊗2

)
G
∥∥∥
2
‖J2‖2 =

∥∥∥A(2)
R

(
ρ⊗2

)∥∥∥
2
‖J2‖2 (H.76)

と評価できる. ここで, ‖J1‖22 = ‖J2‖22 であり,

‖J1‖22 = Tr
[
(IH ⊗ UM,γU

†
M,γ − UMU

†
M,γ ⊗ UM,γU

†
M )(IH ⊗ UM,γU

†
M,γ − UM,γU

†
M ⊗ UMU

†
M,γ)

]
(H.77)

= Tr [IH] Tr
[
(UM,γU

†
M,γ)2

]
+ Tr

[
UM,γU

†
M,γ

]2
− Tr

[
UM,γU

†
MUM,γU

†
M,γ

]
Tr
[
UMU

†
M,γ

]
− Tr

[
UM,γU

†
M,γUMU

†
M,γ

]
Tr
[
UM,γU

†
M

]
(H.78)

= dTr
[
(U †

M,γUM,γ)2
]

+ Tr
[
U †
M,γUM,γ

]2
− 2<

(
Tr
[
UM,γU

†
MUM,γU

†
M,γ

]
Tr
[
UMU

†
M,γ

])
(H.79)

= d
∥∥∥U†

M,γUM,γ

∥∥∥2
2

+ ‖UM,γ‖42 − 2<
(

Tr
[
UM,γU

†
MUM,γU

†
M,γ

]
Tr
[
UMU

†
M,γ

])
(H.80)

である. (H.74)の第 3項の被積分関数は,∣∣∣Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
A(2)

R

(
ρ⊗2

)]∣∣∣ ≤ ∥∥∥J1 (A(2)
L

(
O⊗2

))∥∥∥
2

∥∥∥A(2)
R

(
ρ⊗2

)∥∥∥
2

(H.81)

と評価できるが, さらに,∥∥∥J1 (A(2)
L

(
O⊗2

))∥∥∥
2

(H.82)

≤
∥∥∥(U †

M )⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
U⊗2
M,γ

∥∥∥
2

+
∥∥∥(U†

M,γ)⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
U⊗2
M

∥∥∥
2

+ 2
∥∥∥(U†

M ⊗ U
†
M,γ)A(2)

L

(
O⊗2

)
(UM,γ ⊗ UM )

∥∥∥
2

(H.83)

=
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)
U⊗2
M,γ

∥∥∥
2

+
∥∥∥(U †

M,γ)⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)∥∥∥
2

+ 2
∥∥∥(U†

M ⊗ U
†
M,γ)A(2)

L

(
O⊗2

)
(UM,γ ⊗ UM )

∥∥∥
2

(H.84)

= 2
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)∥∥∥
2
‖UM,γ‖22 + 2

∥∥∥(U †
M ⊗ U

†
M,γ)A(2)

L

(
O⊗2

)
(UM,γ ⊗ UM )

∥∥∥
2

(H.85)

= 2
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)∥∥∥
2
‖UM,γ‖22 + 2

√
Tr

[
(UM,γU

†
M,γ ⊗ IH)

(
A(2)

L (O⊗2)
)†

(IH ⊗ UM,γU
†
M,γ)A(2)

L (O⊗2)

]
(H.86)
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≤ 2
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)∥∥∥
2
‖UM,γ‖22 + 2

√∥∥∥A(2)
L (O⊗2) (UM,γU

†
M,γ ⊗ IH)

∥∥∥
2

∥∥∥(IH ⊗ UM,γU
†
M,γ)A(2)

L (O⊗2)
∥∥∥
2

(H.87)

≤ 2
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)∥∥∥
2

(
‖UM,γ‖22 +

√∥∥∥UM,γU
†
M,γ ⊗ IH

∥∥∥
2

∥∥∥IH ⊗ UM,γU
†
M,γ

∥∥∥
2

)
(H.88)

= 2
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)∥∥∥
2

(
‖UM,γ‖22 +

√
d
∥∥∥U †

M,γUM,γ

∥∥∥
2

)
(H.89)

と評価できるので,∣∣∣Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
A(2)

R

(
ρ⊗2

)]∣∣∣ ≤ 2
∥∥∥A(2)

R

(
ρ⊗2

)∥∥∥
2

∥∥∥A(2)
L

(
O⊗2

)∥∥∥
2

(
‖UM,γ‖22 +

√
d
∥∥∥U †

M,γUM,γ

∥∥∥
2

)
(H.90)

を得る. ゆえに, (H.75), (H.76), (H.90)を (H.74)に代入することで,∣∣∣∣∣Eγ

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]
− vγ (ρ,O)

∣∣∣∣∣ ≤ 2ϵ
(2)
R ϵ

(2)
L

∫
νM (dγM )

(
‖UM,γ‖22 +

√
d
∥∥∥U†

M,γUM,γ

∥∥∥
2

)
+

2ϵ
(2)
L ∆

(2)
d (ρ)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) ‖J1‖2 +

2ϵ
(2)
R ∆

(2)
d (O)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) ‖J2‖2

(H.91)

を得る. ここで,

‖J1‖2 = ‖J2‖2 =

√
d
∥∥∥U †

M,γUM,γ

∥∥∥2
2

+ ‖UM,γ‖42 − 2<
(

Tr
[
UM,γU

†
MUM,γU

†
M,γ

]
Tr
[
UMU

†
M,γ

])
(H.92)

と計算できる.

H.4.2 (6.22)の導出

(H.74)の各項の被積分関数を評価していく. まず, (H.74)の第 1項, 第 2項の被積分関数は,∣∣∣Tr
[
A(2)

L

(
O⊗2

)
GJ1

]∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(2)
L

(
O⊗2

)
G
∥∥∥
1
‖J1‖∞ =

∥∥∥A(2)
L

(
O⊗2

)∥∥∥
1
‖J1‖∞ (H.93)∣∣∣Tr

[
A(2)

R

(
ρ⊗2

)
GJ2

]∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(2)
R

(
ρ⊗2

)
G
∥∥∥
1
‖J2‖∞ =

∥∥∥A(2)
R

(
ρ⊗2

)∥∥∥
1
‖J2‖∞ (H.94)

と評価できる. (H.74)の第 3項の被積分関数は,∣∣∣Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
A(2)

R

(
ρ⊗2

)]∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(2)
R

(
ρ⊗2

)∥∥∥
1

∥∥∥J1 (A(2)
L

(
O⊗2

))∥∥∥
∞

(H.95)

と評価できるが, さらに,∥∥∥J1 (A(2)
L

(
O⊗2

))∥∥∥
∞

(H.96)

≤
∥∥∥(U†

M )⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
U⊗2
M,γ

∥∥∥
∞

+
∥∥∥(U†

M,γ)⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
U⊗2
M

∥∥∥
∞

+ 2
∥∥∥(U †

M ⊗ U
†
M,γ)A(2)

L

(
O⊗2

)
(UM,γ ⊗ UM )

∥∥∥
∞

(H.97)

=
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)
U⊗2
M,γ

∥∥∥
∞

+
∥∥∥(U †

M,γ)⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)∥∥∥
∞

+ 2
∥∥∥(U†

M ⊗ U
†
M,γ)A(2)

L

(
O⊗2

)
(UM,γ ⊗ UM )

∥∥∥
∞
(H.98)
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≤ 2
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)∥∥∥
∞

(
‖UM,γ‖2∞ +

∥∥∥U†
M ⊗ U

†
M,γ

∥∥∥
∞
‖UM,γ ⊗ UM‖∞

)
(H.99)

= 4
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)∥∥∥
∞
‖UM,γ‖2∞ ≤ 4

∥∥∥A(2)
L

(
O⊗2

)∥∥∥
1
‖UM,γ‖2∞ (H.100)

と評価できるので,∣∣∣Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
A(2)

R

(
ρ⊗2

)]∣∣∣ ≤ 4
∥∥∥A(2)

R

(
ρ⊗2

)∥∥∥
1

∥∥∥A(2)
L

(
O⊗2

)∥∥∥
1
‖UM,γ‖2∞ (H.101)

を得る. (H.74)に (H.93), (H.94), (H.101)を代入して, (D.5)を用いると,∣∣∣∣∣Eγ

[(
∂C (γ)

∂γ

)2
]
− vγ (ρ,O)

∣∣∣∣∣ ≤ 4
⋄
ϵ
(2)

R

⋄
ϵ
(2)

L ‖O‖
2
1

∫
νM (dγM ) ‖UM,γ‖2∞

+
2
⋄
ϵ
(2)

L ∆
(2)
d (ρ) ‖O‖21
d2 − 1

∫
νM (dγM ) ‖J1‖∞ +

2
⋄
ϵ
(2)

R ∆
(2)
d (O)

d2 − 1

∫
νM (dγM ) ‖J2‖∞

(H.102)

を得る.

H.5 系 6.4の証明
定理 6.1に対して,

Tr
[
Uj,γU

†
j,γ

]
−

∣∣∣Tr
[
Uj,γU

†
j

]∣∣∣2
2n

= Tr
[
V 2
j

]
− Tr[Vj ]

2

2n
= ∆

(2)
2n (Vj) (H.103)

を用れば,

Eγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
= 0, Vγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
=

2n+1∆
(2)
2n (ρ) ∆

(2)
2n (O) ∆

(2)
2n (Vj)

(4n − 1)2
(H.104)

を得る.

H.6 系 6.5の証明
H.6.1 (6.30)の導出

命題 6.2より,

Eγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
=

∫ 2π

0

dγ

2π

∂

∂γ
Tr
[
A(1)

UL(γL)†,νL
(O)Uj(γ)A(1)

UR(γR),νR
(ρ) (Uj(γ))†

]
(H.105)

= Tr
[
A(1)

UL(γL)†,νL
(O)Uj(2π)A(1)

UR(γR),νR
(ρ) (Uj(2π))†

]
− Tr

[
A(1)

UL(γL)†,νL
(O)Uj(0)A(1)

UR(γR),νR
(ρ) (Uj(0))†

]
(H.106)

= 0 (H.107)

となる. 最後の等号で, V 2
j = I より Uj(γ) = cos γI + sin γVj であることから, Uj(0) = Uj(2π)であること

を用いた.
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H.6.2 (6.31)の導出

命題 6.2より,∣∣∣∣Vγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
− vγ (ρ,O)

∣∣∣∣ ≤ 2∆
(2)
2n (ρ)

4n − 1

∫ 2π

0

dγ

2π

∣∣∣Tr
[
A(2)

L

(
O⊗2

)
GJ1

]∣∣∣
+

2∆
(2)
2n (O)

4n − 1

∫ 2π

0

dγ

2π

∣∣∣Tr
[
A(2)

R

(
ρ⊗2

)
GJ2

]∣∣∣
+

∫ 2π

0

dγ

2π

∣∣∣Tr
[
A(2)

L

(
O⊗2

)
J1
(
A(2)

R

(
ρ⊗2

))]∣∣∣ (H.108)

を得る. ここで,

J1 (·) := (U †
j )⊗2 (·)U⊗2

j,γ + (U†
j,γ)⊗2 (·)U⊗2

j + 2(U†
j ⊗ U

†
j,γ)(·)(Uj,γ ⊗ Uj) (H.109)

J1 := (Uj ⊗ Uj,γ)(U†
j ⊗ U

†
j,γ)− (Uj,γ ⊗ Uj)(U

†
j ⊗ U

†
j,γ) = I ⊗ I − Vj ⊗ Vj (H.110)

J2 := (U †
j,γ ⊗ U

†
j )(Uj,γ ⊗ Uj)− (U†

j ⊗ U
†
j,γ)(Uj,γ ⊗ Uj) = I ⊗ I − Vj ⊗ Vj (H.111)

とした. (H.108)の各項の被積分関数を評価していく. 第 1項と第 2項は, 定理 6.3の証明と同様に評価する.

第 3項は, Uj(γ)の具体的な表式を用いることで, 定理 6.3より強い評価を与える.

まず, (H.108)の第 1項, 第 2項の被積分関数は, (H.75), (H.76)同様に,∣∣∣Tr
[
A(2)

L

(
O⊗2

)
GJ1

]∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(2)
L

(
O⊗2

)∥∥∥
2
‖J1‖2 =

√
2n+1∆

(2)
2n (Vj)

∥∥∥A(2)
L

(
O⊗2

)∥∥∥
2

(H.112)∣∣∣Tr
[
A(2)

R

(
ρ⊗2

)
GJ2

]∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(2)
R

(
ρ⊗2

)∥∥∥
2
‖J2‖2 =

√
2n+1∆

(2)
2n (Vj)

∥∥∥A(2)
R

(
ρ⊗2

)∥∥∥
2

(H.113)

と評価できる. 最後の等号で,

‖J1‖2 = ‖J2‖2 =
√

Tr [(I ⊗ I − Vj ⊗ Vj)2] =

√
22n+1 − 2 Tr [Vj ]

2
=

√
2n+1∆

(2)
2n (Vj) (H.114)

を用いた. (H.108)の第 3項の被積分関数は,∣∣∣Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
A(2)

R

(
ρ⊗2

)]∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(2)
R

(
ρ⊗2

)∥∥∥
2

∥∥∥J1 (A(2)
L

(
O⊗2

))∥∥∥
2

(H.115)

と評価できるが, さらに,
∥∥∥J1 (A(2)

L

(
O⊗2

))∥∥∥
2
は,

∥∥∥J1 (A(2)
L

(
O⊗2

))∥∥∥
2
≤
∥∥∥(U†

j )⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
U⊗2
j,γ

∥∥∥
2

+
∥∥∥(U†

j,γ)⊗2A(2)
L

(
O⊗2

)
U⊗2
j

∥∥∥
2

+ 2
∥∥∥(U†

j ⊗ U
†
j,γ)A(2)

L

(
O⊗2

)
(Uj,γ ⊗ Uj)

∥∥∥
2

(H.116)

= 4
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)∥∥∥
2

(H.117)

と評価できるので, ∣∣∣Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
O⊗2

))
A(2)

R

(
ρ⊗2

)]∣∣∣ ≤ 4
∥∥∥A(2)

L

(
O⊗2

)∥∥∥
2

∥∥∥A(2)
R

(
ρ⊗2

)∥∥∥
2

(H.118)
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を得る. ゆえに, (H.112), (H.113), (H.118)を (H.108)に代入することで,

∣∣∣∣Vγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
− vγ(ρ,O)

∣∣∣∣ ≤ 4ϵ
(2)
R ϵ

(2)
L +

√
2n+3∆

(2)
2n (Vj)

4n − 1

(
ϵ
(2)
R ∆

(2)
2n (O) + ϵ

(2)
L ∆

(2)
2n (ρ)

)
(H.119)

を得る.

H.6.3 (6.32)の導出

定理 6.3に対して,

‖Uj,γ‖∞ = ‖Vj‖∞ = 1, ‖J1‖∞ = ‖J2‖∞ = ‖I ⊗ I − Vj ⊗ Vj‖∞ ≤ 2 (H.120)

を用いれば,∣∣∣∣Vγ

[
∂CRPQC (γ)

∂γ

]
− vγ (ρ,O)

∣∣∣∣ ≤ 4

⋄
ϵ
(2)

R

⋄
ϵ
(2)

L ‖O‖
2
1 +

⋄
ϵ
(2)

L ∆
(2)
2n (ρ) ‖O‖21 +

⋄
ϵ
(2)

R ∆
(2)
2n (O)

4n − 1

 (H.121)

を得る.

H.7 (6.37)の導出
UR, UL, UM は粒子数を保存するので, H =

⊕n
m=0Hn,m に対して, ブロック対角化可能, つまり

UR =

n⊕
m=0

U
(m)
R , UM =

n⊕
m=0

U
(m)
M , UL =

n⊕
m=0

U
(m)
L (H.122)

である. また, ρの粒子数がmであるとき,

ρ = 0⊕ 0⊕ · · · ⊕ ρ(m) ⊕ · · · ⊕ 0 = ρ(m) ⊕ 0 (H.123)

である. したがって, コスト関数は,

C (θ,ϕ) = Tr
[
An,L (θ,ϕ)

†
ρAn,L (θ,ϕ)O

]
(H.124)

= Tr
[
U†
LOULUMURρU

†
RU

†
M

]
(H.125)

= Tr
[
(U

(m)†
L ⊕ 0)O(U

(m)
L ⊕ 0)(ρ⊕ 0)(U

(m)†
R ⊕ 0)(U

(m)†
M ⊕ 0)

]
(H.126)

= Tr
[
(U

(m)†
L O(m)U

(m)
L ⊕ 0)(U

(m)
M ⊕ 0)(U

(m)
R ⊕ 0)(ρ⊕ 0)(U

(m)†
R ⊕ 0)(U

(m)†
M ⊕ 0)

]
(H.127)

= Tr
[
U

(m)†
L O(m)U

(m)
L U

(m)
M U

(m)
R ρ(m)U

(m)†
R U

(m)†
M

]
(H.128)

を得る. ここで,

(U
(m)†
L ⊕ 0)O(U

(m)
L ⊕ 0) =

(
U

(m)†
L 0

0 0

) O(m) · · ·
...

. . .

( U
(m)
L 0

0 0

)
= U

(m)†
L O(m)U

(m)
L ⊕ 0

(H.129)

を用いた.
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H.8 系 6.6の証明
いま, UM (θ, ϕ)は,

UM (θ, ϕ) = A (θ, ϕ)⊗ IHĀ
=


1 0 0 0

0 sin θ eiϕ cos θ 0

0 e−iϕ cos θ − sin θ 0

0 0 0 1

⊗ IHĀ
(H.130)

である. ここで, IHĀ
は, Aゲートが作用していない量子ビットに作用する恒等演算子とした. よって,

UM,θ =
∂UM (γM )

∂θ
=


0 0 0 0

0 cos θ −eiϕ sin θ 0

0 −e−iϕ sin θ − cos θ 0

0 0 0 0

⊗ IHA
, (H.131)

UM,ϕ =
∂UM (γM )

∂ϕ
= i


0 0 0 0

0 0 eiϕ cos θ 0

0 −e−iϕ cos θ 0 0

0 0 0 0

⊗ IHA
(H.132)

である.

まず, m = 0, nの場合だけ考える. 粒子数が 0の量子状態は (|0〉 〈0|)⊗n に限る. したがって, 入力状態 ρの
粒子数mが 0のとき, 粒子数 0の出力状態 An,L (θ,ϕ)

†
ρAn,L (θ,ϕ)は θ, ϕに依らない量子状態 (|0〉 〈0|)⊗n

となる. ゆえに, コスト関数 C (θ,ϕ) が θ, ϕ に依らない定数となる. 同様に, 粒子数が n の量子状態は
(|1〉 〈1|)⊗n に限るので, 入力状態 ρ の粒子数 m が n の場合も, コスト関数 C (θ,ϕ) は θ, ϕ に依らない定数
になる. したがって, ∂γC (θ,ϕ) = 0となり, (6.38), (6.39)が従う. 以下では, m = 1, 2, . . . , n − 1の場合を
示す.

H.8.1 (6.38)の導出

まず, γ = θ の場合を考える. 定理 6.1より,

Eθ,ϕ

[
∂C (θ,ϕ)

∂θ

]
=

∫
[0,2π)

dθ

2π

∫
[0,2π)

dϕ

2π

∂

∂θ
Tr
[
A(1)

L

(
O(m)

)
UM (θ, ϕ)A(1)

R

(
ρ(m)

)
UM (θ, ϕ)†

]
(H.133)

=

∫
[0,2π)

dϕ

2π

(
Tr
[
A(1)

L

(
O(m)

)
UM (2π, ϕ)A(1)

R

(
ρ(m)

)
UM (2π, ϕ)†

]
− Tr

[
A(1)

L

(
O(m)

)
UM (0, ϕ)A(1)

R

(
ρ(m)

)
UM (0, ϕ)†

])
(H.134)

= 0 (H.135)
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を得る. ここで, UM (2π, ϕ) = UM (0, ϕ)であることを用いた. γ = ϕの場合も同様に, UM (θ, 2π) = UM (θ, 0)

であることから,

Eθ,ϕ

[
∂C (θ,ϕ)

∂ϕ

]
= 0 (H.136)

を得る.

H.8.2 (6.39)の導出

定理 6.1より,

Vθ,ϕ

[
∂C (θ,ϕ)

∂γ

]
=

2dn,m∆
(2)
dn,m

(
ρ(m)

)
∆

(2)
dn,m

(
O(m)

)
(d2n,m − 1)2

∫
νM (dγM )

Tr
[
U

(m)
M,γU

(m)†
M,γ

]
−

∣∣∣Tr
[
U

(m)
M,γU

(m)†
M

]∣∣∣2
dn,m


(H.137)

である. ここで, (H.130), (H.131), (H.132)より,

Tr
[
U

(m)
M,γU

(m)†
M

]
= Tr

[
U

(m)
M U

(m)†
M,γ

]
= 0 (H.138)

であり, また,

aγ (γM ) :=

1 (γ = θ)

cos2 θ (γ = ϕ)
(H.139)

とすると,

UM,γU
†
M,γ = aγ (γM )


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

⊗ IHA
(H.140)

であるから,

Tr
[
U

(m)
M,γU

(m)†
M,γ

]
= 2dn−2,m−1aγ (γM ) (H.141)

を得る. (H.138), (H.141)を (H.137)に代入して,

Vθ,ϕ

[
∂C(θ,ϕ)

∂γ

]
=

4dn,mdn−2,m−1∆
(2)
dn,m

(
ρ(m)

)
∆

(2)
dn,m

(
O(m)

)
(d2n,m − 1)2

∫
νM (dγM ) aγ (γM ) (H.142)

=
4bγdn,mdn−2,m−1∆

(2)
dn,m

(
ρ(m)

)
∆

(2)
dn,m

(
O(m)

)
(d2n,m − 1)2

(H.143)

を得る. ここで,

bγ :=

∫
νM (dγM ) aγ (γM ) =

∫
[0,2π)

dθ

2π

∫
[0,2π)

dϕ

2π
aγ (γM ) =

1 (γ = θ)

1
2 (γ = ϕ)

. (H.144)

とした.
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H.9 系 6.7の証明
m < 0, m > nなる整数mに対して, dn,m = nCm = 0と定義する.

H.9.1 (6.44)の導出

∆
(2)
dn,m

(
Pn,mXn,mOglobalXn,mP

†
n,m

)を求めればよい. まず,

Pn,mXn,mOglobalXn,mP
†
n,m = −Pn,m

n−1⊗
j=0

|τj〉 〈τj |

P †
n,m = −

n−1⊗
j=0

|τj〉 〈τj | (H.145)

であるから,

Tr
[
Pn,mXn,mOglobalXn,mP

†
n,m

]
= −1, Tr

[(
Pn,mXn,mOglobalXn,mP

†
n,m

)2]
= 1 (H.146)

を得る. したがって, 求めたかった ∆
(2)
dn,m

(
Pn,mXn,mOglobalXn,mP

†
n,m

)は,

∆
(2)
dn,m

(
Pn,mXn,mOglobalXn,mP

†
n,m

)
=
dn,m − 1

dn,m
(H.147)

となる. ゆえに,

Vθ,ϕ

[
∂Cglobal

∂γ

]
=

4bγdn,mdn−2,m−1

(d2n,m − 1)2
∆

(2)
dn,m

(ρ) ∆
(2)
dn,m

(
Pn,mXn,mOglobalXn,mP

†
n,m

)
(H.148)

=
4bγdn,mdn−2,m−1

(d2n,m − 1)2
dn,m − 1

dn,m

dn,m − 1

dn,m
=

4bγdn−2,m−1

dn,m(dn,m + 1)2
(H.149)

を得る.

H.9.2 (6.45)の導出

∆
(2)
dn,m

(
Pn,mXn,mOlocalXn,mP

†
n,m

)を求めればよい. まず,

Pn,mXn,mOlocalXn,mP
†
n,m = − 1

n

n−1∑
j=0

Pn,mXn,m

(
I⊗j ⊗ |0〉 〈0| ⊗ I⊗n−j−1

)
Xn,mP

†
n,m (H.150)

= − 1

n

n−1∑
j=0

Pn,m

(
I⊗j ⊗ |τj〉 〈τj | ⊗ I⊗n−j−1

)
P †
n,m (H.151)

である. さらに,

Tr
[
Pn,m

(
I⊗j ⊗ |τj〉 〈τj | ⊗ I⊗n−j−1

)
P †
n,m

]
=

n−1Cm (τj = 0)

n−1Cm−1 (τj = 1)
(H.152)

が成立するので,

Tr
[
Pn,mXn,mOlocalXn,mP

†
n,m

]
= − 1

n

 ∑
{j|τj=0}

n−1Cm +
∑

{j|τj=1}
n−1Cm−1

 (H.153)
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= − 1

n
((n−m)n−1Cm +mn−1Cm−1) (H.154)

= −
n−1Cm−1

(
(n−m)

2
+m2

)
mn

(H.155)

を得る. ここで,

|{j | τj = 0}| = n−m, |{j | τj = 1}| = m (H.156)

を用いた. また, (H.151)より,(
Pn,mXn,mOlocalXn,mP

†
n,m

)2
=

1

n2

n−1∑
j,k=0

Pn,m

(
I⊗j ⊗ |τj〉 〈τj | ⊗ I⊗n−j−1

)
P †
n,mPn,m

(
I⊗k ⊗ |τk〉 〈τk| ⊗ I⊗n−k−1

)
P †
n,m (H.157)

を得る. さらに, j = k であれば,

Tr
[
Pn,m

(
I⊗j ⊗ |τj〉 〈τj | ⊗ I⊗n−j−1

)
P †
n,mPn,m

(
I⊗k ⊗ |τk〉 〈τk| ⊗ I⊗n−k−1

)
P †
n,m

]
=

n−1Cm (τj = 0)

n−1Cm−1 (τj = 1)

(H.158)

が成立し, j 6= k であれば,

Tr
[
Pn,m

(
I⊗j ⊗ |τj〉 〈τj | ⊗ I⊗n−j−1

)
P †
n,mPn,m

(
I⊗k ⊗ |τk〉 〈τk| ⊗ I⊗n−k−1

)
P †
n,m

]
=


n−2Cm (τj = τk = 0)

n−2Cm−1 (τj 6= τk)

n−2Cm−2 (τj = τk = 1)

(H.159)

が成立するので,

Tr
[(
Pn,mXn,mOlocalXn,mP

†
n,m

)2]
=

1

n2

( ∑
{(j,k)|j=k,τj=0}

n−1Cm +
∑

{(j,k)|j=k,τj=1}
n−1Cm−1

+
∑

{(j,k)|j ̸=k,τj=τk=0}
n−2Cm +

∑
{(j,k)|j ̸=k,τj ̸=τk}

n−2Cm−1 +
∑

{(j,k)|j ̸=k,τj=τk=1}
n−2Cm−2

)
(H.160)

=
1

n2

(
(n−m)n−1Cm +mn−1Cm−1 + (n−m)(n−m− 1)n−2Cm + 2m(n−m)n−2Cm−1 +m(m− 1)n−2Cm−2

)
(H.161)

= n−1Cm−1
(n−m)

2
+m2

mn2
+ n−2Cm−1

m2
(

(n−m)
2

+ (m− 1)
2
)

+ (n−m)
2
(
m2 + (n−m− 1)

2
)

mn2(n−m)
(H.162)

を得る. ここで,

|{(j, k) | j = k, τj = 0}| = n−m, (H.163)
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|{(j, k) | j = k, τj = 1}| = m, (H.164)

|{(j, k) | j 6= k, τj = τk = 0}| = (n−m)(n−m− 1), (H.165)

|{(j, k) | j 6= k, τj = τk = 1}| = m(m− 1), (H.166)

|{(j, k) | j 6= k, τj 6= τk}| = 2m(n−m) (H.167)

を用いた. したがって, 求めたかった ∆
(2)
dn,m

(
Pn,mXn,mOlocalXn,mP

†
n,m

)は, (H.155), (H.162)より,

∆
(2)
dn,m

(
Pn,mXn,mOlocalXn,mP

†
n,m

)
= n−2Cm−1

m2
(

(n−m)
2

+ (m− 1)
2
)

+ (n−m)
2
(
m2 + (n−m− 1)

2
)

mn2(n−m)

− n−1Cm−1

(
(n−m)

2
+m2

)(
(n−m)

2
+m2 − n

)
mn3

(H.168)

=
n−2Cm−1

mn2(n−m)

(
m2
(

(n−m)
2

+ (m− 1)
2
)

+ (n−m)
2
(
m2 + (n−m− 1)

2
)

− n− 1

n

(
(n−m)

2
+m2

)(
(n−m)

2
+m2 − n

))
(H.169)

=
n−2Cm−1

mn3(n−m)

(
(n−m)

4
+ (n−m)

2 (
3m2 + 2mn− n2

))
=

4m(n−m)n−2Cm−1

n3
(H.170)

となる. ゆえに,

Vθ,ϕ

[
∂Clocal

∂γ

]
=

4bγdn,mdn−2,m−1

(d2n,m − 1)2
∆

(2)
dn,m

(ρ) ∆
(2)
dn,m

(
Pn,mXn,mOlocalXn,mP

†
n,m

)
(H.171)

=
4bγdn,mdn−2,m−1

(d2n,m − 1)2
dn,m − 1

dn,m

4m(n−m)n−2Cm−1

n3
=

16bγd
2
n−2,m−1m(n−m)

(dn,m + 1)(d2n,m − 1)n3
(H.172)

を得る.

H.10 系 6.8の証明
H.10.1 (6.50)の導出

まず, γ = θ の場合を考える. 定理 6.1より,

Eθ,ϕ

[
∂C (θ,ϕ)

∂θ

]
=

∫
[0,2π)

dθ

2π

∫
[0,2π)

dϕ

2π

∂

∂θ
Tr
[
A(1)

L

(
O(m)

)
UM (θ, ϕ)A(1)

R

(
ρ(m)

)
UM (θ, ϕ)†

]
(H.173)

=

∫
[0,2π)

dϕ

2π

(
Tr
[
A(1)

L

(
O(m)

)
UM (2π, ϕ)A(1)

R

(
ρ(m)

)
UM (2π, ϕ)†

]
− Tr

[
A(1)

L

(
O(m)

)
UM (0, ϕ)A(1)

R

(
ρ(m)

)
UM (0, ϕ)†

])
(H.174)

= 0 (H.175)
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を得る. ここで, UM (2π, ϕ) = UM (0, ϕ)であることを用いた. γ = ϕの場合も同様に, UM (θ, 2π) = UM (θ, 0)

であることから,

Eθ,ϕ

[
∂C (θ,ϕ)

∂ϕ

]
= 0 (H.176)

を得る.

H.10.2 (6.51)の導出

命題 6.2より,∣∣∣∣Vθ,ϕ

[
∂C (θ,ϕ)

∂γ

]
− vγ(ρ(m), O(m))

∣∣∣∣ ≤ 2∆
(2)
dn,m

(
ρ(m)

)
d2n,m − 1

∫
νM (dγM )

∣∣∣Tr
[
A(2)

L

(
(O(m))⊗2

)
GJ1

]∣∣∣
+

2∆
(2)
dn,m

(
O(m)

)
d2n,m − 1

∫
νM (dγM )

∣∣∣Tr
[
A(2)

R

(
(ρ(m))⊗2

)
GJ2

]∣∣∣
+

∫
νM (dγM )

∣∣∣Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
(O(m))⊗2

))
A(2)

R

(
(ρ(m))⊗2

)]∣∣∣
(H.177)

である. ここで,

J1 (·) :=
(
U

(m)†
M

)⊗2

(·)
(
U

(m)
M,γ

)⊗2

+
(
U

(m)†
M,γ

)⊗2

(·)
(
U

(m)
M

)⊗2

+ 2
(
U

(m)†
M ⊗ U (m)†

M,γ

)
(·)
(
U

(m)
M,γ ⊗ U

(m)
M

)
(H.178)

J1 :=
(
U

(m)
M ⊗ U (m)

M,γ

)(
U

(m)†
M ⊗ U (m)†

M,γ

)
−
(
U

(m)
M,γ ⊗ U

(m)
M

)(
U

(m)†
M ⊗ U (m)†

M,γ

)
(H.179)

J2 :=
(
U

(m)†
M,γ ⊗ U

(m)†
M

)(
U

(m)
M,γ ⊗ U

(m)
M

)
−
(
U

(m)†
M ⊗ U (m)†

M,γ

)(
U

(m)
M,γ ⊗ U

(m)
M

)
(H.180)

とした. (H.177)の各項の被積分関数を評価していく. 第 1項と第 2項は, 定理 6.3の証明と同様に評価する.

第 3項は, UM (γM )の具体的な表式を用いることで, 定理 6.3より強い評価を与える.

まず, (H.177)の第 1項, 第 2項の被積分関数は, (H.75), (H.76)同様に,

∣∣∣Tr
[
A(2)

L

(
(O(m))⊗2

)
GJ1

]∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(2)
L

(
(O(m))⊗2

)∥∥∥
2
‖J1‖2 = aγ(γM )dn−2,m−1

√
4 +

2n(n− 1)

m(m− n)

∥∥∥A(2)
L

(
(O(m))⊗2

)∥∥∥
2

(H.181)∣∣∣Tr
[
A(2)

R

(
(ρ(m))⊗2

)
GJ2

]∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(2)
R

(
(ρ(m))⊗2

)∥∥∥
2
‖J2‖2 = aγ(γM )dn−2,m−1

√
4 +

2n(n− 1)

m(m− n)

∥∥∥A(2)
R

(
(ρ(m))⊗2

)∥∥∥
2

(H.182)

と評価できる. 最後の等号で,∥∥∥U (m)
M,γ

∥∥∥4
2

= Tr
[
U

(m)†
M,γ U

(m)
M,γ

]2
= 4d2n−2,m−1aγ(γM )2, (H.183)∥∥∥U (m)†

M,γ U
(m)
M,γ

∥∥∥2
2

= Tr
[
U

(m)†
M,γ U

(m)
M,γU

(m)†
M,γ U

(m)
M,γ

]
= 2dn−2,m−1aγ(γM )2, (H.184)

Tr
[
U

(m)
M U

(m)†
M,γ

]
= 0 (H.185)
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より導かれる

‖J1‖2 = ‖J2‖2 =

√
dn,m

∥∥∥U (m)†
M,γ U

(m)
M,γ

∥∥∥2
2

+
∥∥∥U (m)

M,γ

∥∥∥4
2
− 2<

(
Tr
[
U

(m)
M,γU

(m)†
M U

(m)
M,γU

(m)†
M,γ

]
Tr
[
U

(m)
M U

(m)†
M,γ

])
(H.186)

= aγ(γM )dn−2,m−1

√
4 +

2n(n− 1)

m(m− n)
(H.187)

を用いた. (H.177)の第 3項の被積分関数は,∣∣∣Tr
[
J1
(
A(2)

L

(
(O(m))⊗2

))
A(2)

R

(
(ρ(m))⊗2

)]∣∣∣ ≤ ∥∥∥J1 (A(2)
L

(
(O(m))⊗2

))∥∥∥
2

∥∥∥A(2)
R

(
(ρ(m))⊗2

)∥∥∥
2

(H.188)

と評価できるが, さらに,
∥∥∥J1 (A(2)

R

(
(ρ(m))⊗2

))∥∥∥
2
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∥∥∥J1 (A(2)
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))∥∥∥
2
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)(
U
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M,γ

)⊗2
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2

+

∥∥∥∥(U (m)†
M,γ

)⊗2

A(2)
L

(
(O(m))⊗2

)(
U

(m)
M

)⊗2
∥∥∥∥
2
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(
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)(
U
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M,γ ⊗ U
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)∥∥∥
2

(H.189)

=
∥∥∥A(2)

L

(
(O(m))⊗2

)
U

(m)
M,γ

⊗2
∥∥∥
2

+
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L

(
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)(
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(m)
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(m)
M

)∥∥∥
2

(H.190)

と評価できる. (H.190)の第 1項は, O ≤ U (m)
M,γU

(m)†
M,γ ≤ aγ(γM )IHn,m であることと補題 H.4より,

∥∥∥A(2)
L

(
(O(m))⊗2

)
U

(m)
M,γ
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∥∥∥
2
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√
Tr

[(
A(2)

L

(
(O(m))⊗2

))†
A(2)

L

(
(O(m))⊗2

) (
U

(m)
M,γU

(m)†
M,γ

)⊗2
]

(H.191)

≤ aγ(γM )
∥∥∥A(2)

L

(
(O(m))⊗2

)∥∥∥
2

(H.192)

と評価できる. 同様に, (H.190)の第 2項は,∥∥∥U (m)†
M,γ

⊗2
A(2)

L

(
(O(m))⊗2

)∥∥∥
2
≤ aγ(γM )

∥∥∥A(2)
L

(
(O(m))⊗2

)∥∥∥
2

(H.193)

と評価できる. (H.190)の第 3項は, 0 ≤ IHn,m
⊗ U (m)

M,γU
(m)†
M,γ ≤ aγ(γM )I⊗2

Hn,m
, 0 ≤ U

(m)
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aγ(γM )I⊗2
Hn,m
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(H.194)

=

√
Tr
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≤
√
aγ(γM )

√
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≤aγ(γM )

√
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[(
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(H.197)
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と評価できる. よって, (H.192), (H.193), (H.197)を (H.190)に代入して,∥∥∥J1 (A(2)
L

(
(O(m))⊗2

))∥∥∥
2
≤ 4aγ(γM )

∥∥∥A(2)
L

(
(O(m))⊗2

)∥∥∥
2

(H.198)

を得る. したがって, (H.188)より, (H.177)の第 3項の被積分関数は,∣∣∣Tr
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(
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(H.199)

と評価できる. ゆえに, (H.181), (H.182), (H.199)を (H.177)に代入することで,∣∣∣∣Vθ,ϕ

[
∂C (θ,ϕ)
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]
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(
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(H.200)

を得る. ここで,

bγ =

∫
νM (dγM ) aγ(γM ) =

∫
[0,2π)

dθ

2π

∫
[0,2π)

dϕ

2π
aγ (θ, ϕ) =

1 (γ = θ)

1
2 (γ = ϕ)

(H.201)

とした.

H.10.3 (6.52)の導出

(H.140)より, ∥∥∥U (m)
M,γ

∥∥∥2
∞

= aγ(γM ) (H.202)

‖J1‖∞ ≤
∥∥∥IHn,m

⊗ U (m)
M,γU

(m)†
M,γ

∥∥∥
∞

+
∥∥∥U (m)

M,γU
(m)†
M ⊗ U (m)

M U
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(H.203)

=
∥∥∥U (m)

M,γU
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を得るので, 定理 6.3より,
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− vγ (ρ,O)

∣∣∣∣ ≤ 4bγ

⋄
ϵ
(2)

R

⋄
ϵ
(2)

L ‖O‖
2
1 +

⋄
ϵ
(2)

R ∆
(2)
d (O) +

⋄
ϵ
(2)

L ∆
(2)
d (ρ) ‖O‖21

d2 − 1

 (H.207)

を得る. ここで,

bγ =

∫
νM (dγM ) aγ(γM ) =

∫
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dθ

2π

∫
[0,2π)

dϕ

2π
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1 (γ = θ)

1
2 (γ = ϕ)

(H.208)

とした.
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