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概要

　将来的に利用可能となるであろう量子コンピューターを用いた量子計算により、最適化問題における最適化過程に

おいて古典計算よりも優位な結果を得ることが本研究の目的である。現状の量子コンピュータで扱えるような量子計

算の一つの形式として量子古典ハイブリッド型と呼ばれるものが主流であり、そこではパラメータの更新自体は古典

コンピューターを用いて行われている。しかしそうしたパラメータの更新には指数的に計算量がスケールすると見込

まれている。また一般の最適化問題としても本来最適化過程において得られるはずの量子計算の恩恵について知るこ

とは非常に重要である。そのため本研究では最適化過程を量子コンピューター内で実行することを考え、そこで発生

する優位性について議論する。

本研究では最適化過程としても頻繁に現れる探索による手法と関数の勾配の推定方法について取り上げる。より具

体的には最適化過程への量子計算の応用として、最小値探索量子アルゴリズムと、量子計算を用いた効率的な勾配推

定について考える。前者は、量子計算において最も重要なアルゴリズムの一つの Grover（データベース）探索の応用

としても知られている。そこで前者を用いた探索によるパラメータの最適化として、パーセプトロンやフィードフォ

ワードニューラルネットワークの古典的機械学習モデルを構築し、それらの学習を行う。シミュレーションによりそ

の検証を行い、問題点の指摘を行う。一方後者として著名な Jordanのアルゴリズムを紹介する。その後ある非常に

強い仮定のもとで整数係数・整数変数多項式関数に対し非常に少ない関数の評価回数で、位相の対称性を用いた新し

い手法で勾配を推定する量子勾配推定アルゴリズムを提案する。量子勾配推定アルゴリズムを実験的に検証する試み

がほとんどなされていない中、IBMの Quantumデバイスを用い部分的に検証した。同時に量子勾配推定アルゴリズ

ムの考えられる応用例について議論する。

そしてそれまでの議論により得られた知見から、例えば勾配推定が可能な問題といった、実用上何らかの局所的構

造を持った問題に対しサンプリングによる量子計算の恩恵はどの程度得られるのかといった問いが生まれる。それに

対し定量的な議論を行なった研究は少ないと考えられる。そこで同問題に対し量子最小値探索を一般化しサンプリン

グにおける量子加速について、量子的 multi-start 法として定式化することで包括的に議論し幾つかの問題点と結論

を得る。その上で勾配に関する量子アルゴリズムを組み合わせることで量子計算にさらなる優位性が発生すること

を、明示的に説明する。

最後にまとめると、量子勾配推定において考案した位相の対称性の利用が可能であることがわかった。また量子的

multi-start法として定式化を行い実用上の問題を踏まえた上での包括的な議論を与えたが、サンプリング問題に対す

る一般的な問題としては本質的に大きな改善がなされるとは考えにくい。そのため本研究から得られた帰結として、

量子計算における情報の符号化と特定の問題構造を適切に利用した量子計算が今後も重要な研究対象になると考えら

れる。



i

目次

第 1章 序論 1

1.1 背景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 本研究の位置付け . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 量子 AIという俯瞰視点での本研究 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4 本論文の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

第 2章 量子計算 5

2.1 量子ビット . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2 量子ゲート . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2.1 １量子ビットゲート . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2.2 ２量子ビットゲート . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2.3 その他のゲート . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2.4 測定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3 量子回路の例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3.1 量子フーリエ変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3.2 Draperの加算回路 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.4 最適化に関する量子アルゴリズムの例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4.1 量子振幅増幅アルゴリズム . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4.2 最小値探索量子アルゴリズム . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4.3 Jordanの量子勾配推定アルゴリズム . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

第 3章 最小値探索量子アルゴリズムによる最適化問題への応用 25

3.1 計算基底における四則演算を用いた古典的パーセプトロンモデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2 計算基底における四則演算を用いた古典的 FNNモデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.3 問題点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

第 4章 量子勾配推定アルゴリズムによる最適化問題への応用 36

4.1 整数係数・整数変数多項式に対する新しい量子勾配推定アルゴリズム . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.2 シミュレーションと実験結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.3 勾配推定量子アルゴリズムの応用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

第 5章 局所最適化が可能な最適化問題への量子計算の応用 45

5.1 量子振幅増幅と決定論的局所探索手法を用いた最適化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.2 量子的 multi-start法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50



ii 目次

第 6章 まとめ 57

謝辞 58

参考文献 59

付録 A 計算量の記法 64

付録 B 数の表現と初等演算 66

B.1 固定小数点数法による数の表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

B.1.1 2進数表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

B.1.2 2の補数表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

B.2 計算基底を用いた量子計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

B.2.1 加算・減算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

B.2.2 符号反転を伴う乗算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

B.2.3 その他の初等演算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

B.2.4 位相オラクルの構成方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

付録 C 最適化問題 71



iii

図目次

2.1 量子回路図における量子ビットの初期化の表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2 量子回路図における複数の配線の表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3 量子回路図における量子レジスタ qrに対するユニタリ変換 U の表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.4 量子回路図における量子ビットに対する測定の表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.5 量子回路図における古典情報の伝達の表現例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.6 量子フーリエ変換のためのゲート操作の一部 V1 とそれによる状態変化 . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.7 Draperの加算回路構成のための量子操作の一部 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.8 振幅増幅の様子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.9 古典的に勾配を計算するために最低限必要な座標点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.1 パーセプトロン学習のためのレジスタの配置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.2 パーセプトロンによる２値分類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3 量子振幅増幅による条件を満たすパラメーターの増幅 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.4 ２値分類のための隠れ層１つ持つ FNN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.5 隠れ層一つの FNN学習のためのレジスタの配置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.6 FNNによる２値分類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.1 勾配推定のための量子回路 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.2 観測されたビット列の分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.3 理想的な出力ビット列とのハミング距離の分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5.1 局所探索 bに対する凹地 Si の直感的イメージ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.2 局所探索 bの反復により更新された解に対する f の直感的イメージ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.3 局所探索の具体例 (d = 2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49



iv

表目次

4.1 トランスパイル後の量子回路 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.2 平均ハミング距離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.1 multi-start法により最小値を得るまでの局所探索回数に対する依存性 . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

A.1 オーダー記法による分類とそれに属するアルゴリズム . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

B.1 ３ビットにおけるビット列と２進数表現、２の補数表現との対応 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67



1

第 1章

序論

1.1 背景

量子計算 (Quantum Computing,QC)[1] とは、量子力学が対象とするような重ね合わせ状態や量子もつれといっ

たミクロな物理現象を用いることで、従来の古典計算機では現実的な計算時間やリソースで解くことが困難とされる

問題に対し有効であることが期待されている計算手法である。その最たる例が Shorの素因数分解アルゴリズム [2, 3]

であり、現在知られている素因数分解のための最良の古典アルゴリズムに対し指数的な加速が量子計算により可能で

あることが示されている。

過去 10年の量子計算にまつわる潮流としては、2011年の D-Wave社による世界初の商用型量子コンピュータの発

表 [4]や 2019年の Google社による量子超越性*1の達成の主張 [5]を代表して、量子計算の理論的研究だけでなく実

デバイスの開発競争が活発になっている。現在は IBM社のクラウド経由の量子コンピュータ [6]を筆頭として、誰で

も手軽に量子計算機にアクセスできる時代が到来しつつあると言える。

一方生物の神経回路を模した人工ニューラルネットワークに関する研究は、その誕生と誤差逆伝播法の発明を主な

分岐点として隆盛と衰勢を繰り返してきた。原因は多層にすることで学習の勾配が消失する現象（勾配消失現象）と、

後発の機械学習に比べ理論的な枠組みに欠けていた点である。そうした理由により、多層ニューラルネットに対する

関心は薄れていった*2が、2006年の Hintonらのディープビリーフネットワークの成功を皮切りにして [7]、以後深層

学習（ディープラーニング）に関する研究が爆発的に進展した。近年の発達の理由は、理論的研究の進展のみならず、

インターネットの発達と安価なデバイスの普及に伴い豊富な学習データを容易に収集しやすくなった [8]ことと、計

算機の計算能力の飛躍的上昇によるところも大きい。

そうした中で量子計算による機械学習アルゴリズムの改善の可能性について研究者のみならず、企業や政府機関な

ど幅広い組織からも注目を受けている。考えられる “量子”機械学習 [9]の一つの恩恵は古典機械学習モデルの学習プ

ロセスの改善とされており、それは最適化問題における、最適化過程への量子計算の応用の可能性へと帰着する。

しかし NISQ (Noisy-Intermediate Scale Quantum) 時代 [10] と呼ばれる現状においては、誤り耐性量子コン

ピュータ（fault-torelant quantum computer）[11]に必要とされる量子誤り訂正 [12]のために必要な数の量子ビッ

トを用意することができない。そのため、ここ 5年の量子機械学習としては、変分量子回路を用いた、量子・古典ハ

イブリッド型のアルゴリズム [13]が盛んとなっている。それは、主に量子並列性に起因する量子状態の指数的な表現

能力の高さを利用しつつも、学習プロセス自体は観測に基づき古典計算機を用いた学習パラメータの更新を行う。し

かし学習過程では古典コンピューターを用いた方式であるため、勾配消失問題 Barren plateaus[14]*3が将来的に顕

*1 ある問題に対し、どのような古典コンピュータを用いても現実的な実行時間で解けないが、量子デバイスを用いることでそれが可能となる
ことを実証すること。

*2 例外的に畳み込みニューラルネットワークは 1980 年代には成功していたが、多層ニューラルネットの研究全般の衰退につられる形で下火
になっていった。

*3 勾配が量子ビット数に関し指数的に減衰し指数回の観測が必要とされる問題。利点であるはずの量子状態の指数的な表現能力に起因する。
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著となると考えられている。そうした背景において、本来量子計算が最適化過程にもたらすはずの恩恵について知る

ことは将来的に非常に重要であると考えられる。

本研究では、最適化問題における最適化過程の量子計算の応用可能性または量子優位性*4について、実機でのス

ケーラビィティも調査しつつ主に探索問題、勾配推定、局所最適化の観点から述べる。

1.2 本研究の位置付け

第 1.1節において、本研究の主題を述べた。ここではより具体的に、概要で説明した本研究の成果と先行研究との

関連性について説明する。

古典機械学習モデルを量子計算によって再現する際、最も初めに考えられるべきは古典計算と同じく量子状態にお

けるビットの列を数とみなすことで数値計算を行う方法である。このようなビットの計算基底への情報の符号化自体

は古典的であり、量子機械学習としてもアイデア自体は 20年ほど前から存在する [15]が、実際に学習モデルの構成

に必要な量子操作を一から構成した例は少なく、せいぜい最も単純なモデルであるパーセプトロン程度しかその対象

とされていない [16]。そのため本研究では実際に、パーセプトロンと隠れ層１つの順伝搬型ニューラルネットワーク

のモデルを上述の符号化により構成した。その上で最小値探索量子アルゴリズムの使用を前提に、量子振幅増幅アル

ゴリズムを用いて学習を行い問題点について指摘する。結果的に特定の問題に特化した量子計算の構築が重要である

と結論づけ、本研究最後の到達点である局所最適化が可能な問題への量子振幅増幅の応用の足掛かりとする。

次に最適化問題において目的関数の勾配情報が利用できる場合、一般にそうでない場合に比べ最適化が容易である

ことが知られている。関数の勾配を用いた最適化手法を勾配法といい、勾配法により一般に関数最小化が可能で例え

ば Fittingや機械学習における学習すなわちコスト関数の最小化に応用可能であるが、扱うデータ量の増大に伴い関

数の次元に関する空間の指数的増大、局所的最小点や停留点の増大、勾配自体の計算量の増大が起き、先述した勾配

消失問題も含めて勾配計算に関連した研究が盛んに行われている [17, 18, 19, 20, 21]。本研究では勾配の推定に関し

効率的な量子計算 (量子勾配推定と本研究では呼ぶこととする)を主眼とし、代表的な Jordanの量子勾配推定アルゴ

リズムを主としつつも、位相の対称性を用いる新たな手法を用い勾配推定の量子アルゴリズムを考案した。それによ

り整数変数・整数係数多項式関数に対し関数がブラックボックスであると仮定して、O(1) 回のクエリにより勾配の

ビット表現をあるビット数まで得ることで、勾配の絶対値が十分小さい場合適切に勾配を得ることができる。そして

実機による量子勾配推定が現状なされていない中、実際に超伝導量子コンピュータである IBM Quantum デバイス

を用いて同アルゴリズムを部分的に検証することに成功した。そして考案したアルゴリズムを含め、量子勾配推定の

応用可能性自体についても議論を与える。

このように現実的には最適化問題自体に勾配が推定できるような、何らかの構造が存在していたり仮定を用いるこ

とができる状況が多いことから、量子計算を特定の問題に特化する方向性が適切である。実際最小値探索量子アルゴ

リズムは、非常に多くの量子アルゴリズムに適用可能であって広範に利用されていることが多い。しかし一方で、特

定の最適化問題の形式に依拠した議論が非常に多く、一般の問題への適用を前提に定量的に議論された例は少ない。

特に一つの一般的問題として、局所最適化が可能な問題が存在するため、最小値探索量子アルゴリズムの同問題へ

の応用可能性を定量的に議論する。適用の結果としては、局所解を避けるためにサンプリングを複数回とる古典的

multi-start法（Algorithm 9参照）に対する、サンプリング部分の加速としてまとめる。それを最終目標として先

行研究 [22, 23]をもとにし、本研究では具体例を踏まえつつ可能な限り一般化した形式において、確率的局所最適化

と量子最小値探索を組み合わせることで得られる量子加速について包括的に議論する。

その枠組みの中で具体例として勾配推定量子アルゴリズムと組み合わせることの可能性について議論する。量子勾

配推定と量子最小値探索を組み合わせるアイデアは、2005年に文献 [22]で考案されたが、これを現実問題を踏まえ

*4 特定の計算タスクにおいて量子デバイスが最良の古典計算機を大きく上回る性能を発揮することを示すこと。
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た上で量子的 multi-start 法という広い枠組みで理解することを可能とする。このように特定の構造に対しても、量

子的 multi-start法という一般化した形式を前提としたより詳細な議論を行うことを可能にする。

1.3 量子 AIという俯瞰視点での本研究

第 1.1節で機械学習と量子計算の融合分野として量子機械学習の紹介をし、探索問題、勾配推定の視点から 最適化

過程における量子計算による恩恵を本研究の主題として説明した。第 1.2節で先行研究との関連性の中で本研究成果

を説明した。その他にも本研究を特徴づけるにあたって、機械学習と量子計算を組み合わせた新興分野としての前述

の量子機械学習に注目が集まっている中、連鎖的に関心が高まっている “量子 AI”が挙げられる。よってここでは量

子機械学習よりもさらに広い視点である量子 AIという視点で、本研究を説明する。

それにあたって量子 AI または量子人工知能 (Quantum Artificial Intelligence, QAI) について説明する必要があ

る。本研究では量子 AIに関する文献 [24]での議論を引用またはそれに基づき説明を行う。

量子 AI を語るにあたって量子計算と AI についての説明が必須である。量子計算については、第 1.1 節で量子現

象を利用した、通常の計算よりも有効であると期待されている計算方法と説明した。具体的な例は、後の本文を参照

されたい。一方 AI についてはここで説明が必須である。AI の分野は、主にコンピューターには困難であるが人間

にとっては容易な問題を解くことに焦点を当てた、様々な手法・技術の集合体となっている。AI とは、人間を含む

動物が持つとされる知能を機械によって発現させる技術、人間の知的活動を計算機に代替させる技術などとされる。

その実現のための最重要クラスが学習とされ、そうした学習問題に対してはアルゴリズム的観点で見ればパターン認

識の研究から端を発した、機械学習の分野として扱われて大きな成功を収めた。現代的な機械学習の分野は、教師つ

き（データ分類）・教師なし（データクラスタリング）・強化学習（相互作用からなる学習）の３つに大きく分類され

るが、それら機械学習を内包する AIという分野に対する現代的な見方は、エージェントと環境という概念に基づい

ている。エージェントとは、環境の存在を前提に環境と結び付けられた存在であり何らかの行動を行うものとされ、

学習はエージェントと環境との相互作用として理解される。そのような定式化の上で AIの究極的目標は、知的エー

ジェントが機械学習またはその他の AIの技術で人間が扱うような知的タスクを解決する、汎用 AI(Artificial general

intelligence, AGI) の実現とされるが、その実現にあたって何が必要かでさえ共通認識が形成されていない。さらに

はそもそも何をもって知的であるとするかという問いは多くの科学者と哲学者を悩ませてきた。

このように AIに関し、知能とは何か、真の AIはどのように達成されるかといったシンプルな問いに答える事が困

難を極めるように、“量子 AIとは何か”ということを考えることは明らかに得策ではない。しかしながら、量子 AI

の概念は少なくとも二つの要素を持つと考えられている。一つは、AI分野の目標と同じくまさに知能という概念を体

現したものであるはずである。二つ目は、より実践的な立場に基づき、知能という概念自体の一般化は要さずに、量

子効果をより知的なエージェントの生成に役立つ可能性としてみなす解釈 (quantum-enhanced AI)である。そうし

た理解の上で、量子計算と AIの分野横断的な相互作用の可能性として（具体的な説明は同文献 [24]を参照してもら

うこととして）、量子 AIに関し以下の４つの方向性が考えられている。

量子現象への機械学習の応用（Applications of ML in quantum physics）

• 推定・測定（Estimation and metrology）

• 量子系の制御（Quantum control and gate design）

• 量子実験の制御と AIを利用した物理現象の理解（Controlling quantum experiments, and machine-assisted

reaserch）

• 物性物理学や多体系の物理学（Condensed matter and many body physics）

量子計算による機械学習の改善（Quantum enhancements for ML）
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• 量子的パーセプトロン・ニューラルネットワーク（Quantum perceptrons and neural networks）

• 量子計算に基づく学習理論（Quantum computational learning theory）

• 量子計算による学習容量の向上（Quantum enhancement of learning capacity）

• 学習における量子加速（Quantum computational algorithmic speedups for learning）

機械学習タスクの量子的な拡張（Quantum generalizations of ML-type tasks）

• 量子データの機械学習（Quantum generalizations: machine learning of quantum data）

• 量子過程の（量子的）学習（(Quantum) learning of quantum processes）

量子的な学習エージェントと量子 AIの構成要素（Quantum learning agents and elements of quantum AI）

• 量子計算により拡張された、相互作用を通じた学習（Quantum-enhanced learning through interaction）

• 量子力学に基づいたエージェント・環境モデル（Quantum agent-environment paradigm）

• 量子 AIに向けた議論（Towards quantum AI）

可能な量子 AIへの取り組みとして、本研究はまさに２番目の方向性に該当すると考えられる。より細かく言えば、

学習を最適化として捉えた、探索と勾配推定に関した最適化（過程）における量子加速に関する研究であると位置付

けられる。このように本研究は、量子 AIの実現に向けた、実践的な取り組みの一つとして解釈することも可能であ

り、本研究がより一層重要であると言える。

1.4 本論文の構成

第 1 章において量子計算にまつわる背景と本論文の構成について触れる。第 2 章において量子計算の導入と最適

化にまつわる代表的なアルゴリズムとして、量子振幅増幅（Grover探索）アルゴリズム、最小値探索アルゴリズム、

Jordanの勾配推定量子アルゴリズムについて紹介する。第 3章では量子回路内において基本的な古典的機械学習モ

デルであるパーセプトロンと隠れ層１つの順伝搬型ニューラルネットワークによる 2値分類タスクのための学習（最

適化）を行う。第 4章では新たに、整数係数・整数多項式関数に対する勾配推定量子アルゴリズムを考案・提案し、

実機を用いた結果について説明したのち同アルゴリズムと量子勾配推定アルゴリズム全般の応用先について触れる。

第 5章では、量子最小値探索アルゴリズムを一般化しさらに確率的局所最適化アルゴリズムと組み合わせた際の優位

性について具体例を交えつつ議論する。その上で局所最適化として量子勾配推定を行ったときの優位性について議論

する。第 6章では本研究により得られた結果についてまとめる。

付録 Aでは計算量の記法、付録 Bでは量子回路内における数の表現方法と量子フーリエ変換に基づいた初等演算

の構成方法、付録 Cでは本論文で対象とする最適化問題についてまとめている。必要に応じて参照されたい。
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第 2章

量子計算

以下基礎的な量子力学の知識を前提とする。

量子状態の初期化やユニタリ変換、測定といった量子系に対する操作は量子操作 (quantum operation)という。そ

して量子計算を用いたアルゴリズム（量子アルゴリズム）を記述するにあたって量子回路を用いる方法が存在する。

量子回路モデルにおいては以下で説明する量子回路の構成要素を用いて、量子ビットの初期化、量子ゲートと測定の

反復またはその他の量子操作として量子アルゴリズムを記述する。

2.1 量子ビット

初めに古典ビットについて振り返る。ビットとは情報の単位であり、１ビットによって２次元の古典系を表現する

ことができる。例えば２次元古典系を

|0〉 =

(
1
0

)
, |1〉 =

(
0
1

)
(2.1.1)

と表すことができる。ビットの物理的表示としては２つのフリップフロップな状態の表示に対応し、例えば電子回路

内の異なる２つの電位値であったり、異なる２つの光強度がそれにあたる。

一方量子計算においては量子効果である状態の重ね合わせを利用することができる。量子ビット (qubit, quantum

bit)とは、２次元の量子系を記述する情報の単位であり、量子ビットの一般的状態は

c0 |0〉+ c1 |1〉 =

(
c0
c1

)
(2.1.2)

と規格化条件 |c0|2 + |c1|2 = 1を満たす複素数 c0, c1 を用い |0〉 , |1〉の重ね合わせ状態として表現することができる。
物理的には光子の偏極状態やスピン 1

2 の粒子のスピンなどとして表現できる。

古典的な情報の表現として例えば 000110といったビットの列を用いるが、量子計算においては量子ビットのテン

ソル積

|0〉 ⊗ |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ |1〉 ⊗ |1〉 ⊗ |0〉 =

(
1
0

)
⊗
(

1
0

)
⊗
(

1
0

)
⊗
(

0
1

)
⊗
(

0
1

)
⊗
(

1
0

)
(2.1.3)

のように表現することができる。これは 26 = 64個の成分を持つ基底によって

|000110〉 =



0
0
...
0
1
...
0
0



← |000000〉
← |000001〉

...
← |000101〉
← |000110〉

...
← |111110〉
← |111111〉

(2.1.4)
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とベクトルとして表すことができる。こうしたビット列を古典計算と同じく二進数表示と対応させることで、

|000110〉 = |6〉 としばしば簡易的な表現を用いる。より一般に n 個の量子ビットを持つ量子系は 2n の次元を持ち、

それに属する一般的な量子状態 |ψ〉は、計算基底と呼ばれる正規直交基底 {|i〉}2
n−1
i=0 を用いて

|ψ〉 =

2n−1∑
i=0

ci |i〉 (2.1.5)

とベクトルとして表すことができる。ここで ci ∈ C (i = 0, . . . , 2n − 1),
2n−1∑
i=0

|ci|2 = 1とする。この状態の並列性か

ら量子計算は古典計算に比べビット数に関し指数的な表現能力があるとされる。

量子回路モデルにおいて１量子ビットは１本の水平な配線として描かれる。n 量子ビットを用いる量子回路な

ら図 2.1のように n本の配線を縦に並べる。量子ビットが |x1〉 |x2〉 . . . |xn〉と初期化されている場合、配線を上から
順に量子ビットを対応させ各配線の左端にその状態を記す。そして配線に量子操作を加える（次節で説明する）こと

で具体的な量子計算を記述する。量子操作後の状態は量子回路図において配線の右端に記すことで表現する。

|x1〉

|x2〉
...

...

|xn〉

図 2.1: 量子回路図における量子ビットの初期化の表現

単一または複数の量子ビットからなる量子系を量子レジスター (quantum register)と呼ぶ。量子回路図において特

定の量子レジスターを指し示す際、配線の左端にその呼び名を記す。配線の左端に状態の初期化が明記されておらず

特に指定がない場合、基底状態 |0〉に初期化されているとされる。
複数の配線をまとめて表現する際は図 2.2 のように描く。必要に応じてその本数を図 2.2 内の斜線付近に書き入

れる。

/

図 2.2: 量子回路図における複数の配線の表現

2.2 量子ゲート

量子系に対するユニタリ変換は、すなわち量子ビットまたは量子レジスタに対するユニタリ変換であり、量子回路

モデルにおいてこのユニタリ変換を量子（論理）ゲート (quantum logic gate)と呼ぶ。量子レジスタ qrに変換 U を

行う量子操作の量子回路図上の表現として、図 2.3のようにターゲットとなる複数の量子ビット（配線）に長方形を

描きその内部に演算名 U を書き入れる。

量子レジスター qr1 にユニタリ変換 U1 を行った後に量子レジスター qr2 にユニタリ変換 U2 を行うといった、複

数の量子操作に時間的順序が存在する場合は、量子回路図において左から右の向きに時間軸が存在していると考えて

左から順に量子ゲート U1, U2 を描く。

実際に量子アルゴリズムを構成するにあたって所望のユニタリ変換つまり量子ゲートがどのようにして構成できる

かが重要となる。関連する重要な事実として、任意のユニタリ演算を任意の精度で近似するに十分なゲートの集合が
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... Uqr ...
...

...

図 2.3: 量子回路図における量子レジスタ qrに対するユニタリ変換 U の表現

存在する。そうしたゲート集合は量子計算において普遍的 (universal) であるという。普遍的量子計算についてここ

では深く触れないが、以下で説明する代表的な量子ゲートの一部を用いればそれが可能である。

量子ゲートはユニタリ変換であるからそれを表現するには行列を用いる。行列表現の際の基底としては、計算基底

を選択し量子状態のベクトル表現の式 (2.1.4)に則って、n量子ビットに対する量子ゲート U の行列表現は N = 2n

として

U ≡

 U00 · · · U0N−1
...

. . .
...

UN−10 · · · UN−1N−1

 ≡ N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

Uij |i〉〈j| (2.2.1)

とし、行列要素 Uij (0 ≤ i, j ≤ N − 1)は計算基底 |i〉〈j|に対応する。テンソル積の定義は通常の量子力学に従い省略
する。

2.2.1 １量子ビットゲート

単一量子ビットに対するゲートを１量子ビットゲートといい、重要なものを紹介する。

単位 (Identity)ゲート σ0

σ0 ≡ I ≡
(

1 0
0 1

)
≡ I (2.2.2)

パウリ (Pauli)ゲート σi (i = 1, 2, 3)

σ1 ≡ X ≡ NOT ≡
(

0 1
1 0

)
≡ X ≡ ,

σ2 ≡ Y ≡
(

0 −i
i 0

)
≡ Y , σ3 ≡ Z ≡

(
1 0
0 −1

)
≡ Z

(2.2.3)

ここで交換関係、反交換関係として関係式

[σi, σj ] = 2iϵijkσk (2.2.4)

{σi, σj} = 2iδijI (2.2.5)

が成立する。ここでクロネッカーのデルタ δij、レヴィ＝チヴィタの記号 ϵijk とアインシュタインの縮約規則を用

いた。

アダマール（Hadamard）ゲート、H ゲートは

H ≡

(
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)
≡ H (2.2.6)

である。自然数 nとして n個のアダマールゲートを用いた変換 H⊗n をアダマール変換（Hadamard transform）と

いい、一様な振幅の重ね合わせ状態を用意するのに非常によく用いられる変換である。
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回転ゲート Rx, Ry, Rz

Rx(θ) ≡ exp

(
−iθ

2
X

)
=

(
cos ( θ2 ) −i sin ( θ2 )
−i sin ( θ2 ) cos ( θ2 )

)
≡ Rx(θ) (2.2.7)

Ry(θ) ≡ exp

(
−iθ

2
Y

)
=

(
cos ( θ2 ) − sin ( θ2 )
sin ( θ2 ) cos ( θ2 )

)
≡ Ry(θ) (2.2.8)

Rz(θ) ≡ exp

(
−iθ

2
Z

)
=

(
exp (−i θ2 ) 0

0 exp (i θ2 )

)
≡ Rz(θ) (2.2.9)

位相ゲート P は

P (θ) ≡ ei θ2Rz(θ) =

(
1 0
0 exp (iθ)

)
≡ P (θ) (2.2.10)

であり、行列表現を見れば位相ゲートと回転ゲート Rz はグローバル位相を除いて一致している。

SXゲート、
√
X ゲート

SX ≡
√
X ≡ eiπ4Rx

(π
2

)
=

1

2

(
1 + i 1− i
1− i 1 + i

)
≡ SX ≡

√
X (2.2.11)

2.2.2 ２量子ビットゲート

２量子ビットに作用する量子ゲートを２量子ビットゲートと呼び、ここでも代表的なものを紹介する。

制御 Xゲート (Controlled-X gate)、CXゲート、CNOTゲートは制御（control）ビット、標的（target）ビット

を持ち、標的ビットを条件付きでビット反転させる。

CX ≡ |0〉〈0| ⊗ I + |1〉〈1| ⊗X =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ≡ •
(2.2.12)

制御 Uゲート（Controlled-U gate）は CXゲートの標的ビットに施すゲート操作X を任意の１量子ビットゲート

U へと拡張したものであり、i番目に位置する制御ビットと j 番目に位置する標的ビットに作用するとして

Cij [U ] ≡ |0〉〈0| ⊗ I + |1〉〈1| ⊗ U =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 U00 U01

0 0 U10 U11

 ≡ •

U
(2.2.13)

のように記述される。（より一般に標的ビットが複数の量子ビットであれば U に結合する配線を増やして表現する。）

制御 Zゲート（Controlled-Z gate）、CZゲートは、制御ビットと標的ビットを入れ替えても等価なゲートである

ため特殊な記法

CZ ≡ |0〉〈0| ⊗ I + |1〉〈1| ⊗ Z =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 ≡ • Z •
= =

Z • •
(2.2.14)

を用いる。

SWAP（スワップ）ゲート、交換ゲートとは

SWAP ≡ |0〉〈0| ⊗ |0〉〈0|+ |0〉〈1| ⊗ |1〉〈0|+ |1〉〈0| ⊗ |0〉〈1|+ |1〉〈1| ⊗ |1〉〈1| =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 ≡ ×

×
(2.2.15)
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であり、３個の CXゲートで構成することが可能である。

× • • •
= =

× • • •
(2.2.16)

2.2.3 その他のゲート

トフォリ (Toffoli)、CCXゲート

CCX ≡ |0〉〈0| ⊗ I ⊗ I + |1〉〈1| ⊗ CX =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0


≡

•
• (2.2.17)

2.2.4 測定

量子系に対する測定操作は、量子回路モデルでは配線の右端に特殊な記号を描き、図 2.4のように表現することが

できる。この際測定における基底は計算基底とされる。

図 2.4: 量子回路図における量子ビットに対する測定の表現

また本論文中では現れないが、測定結果など古典情報に基づき量子操作を行う場合があり、そうした古典情報の通

信は２重の配線を用いて送信元と受信先を直線的に結ぶ。

χ · · ·

図 2.5: 量子回路図における古典情報の伝達の表現例

2.3 量子回路の例

ここまで量子回路モデルによる量子計算の記述法を説明してきた。そうした個々の量子回路を特徴づける量として

幾つかの尺度が存在する。一つは量子回路を基本的なゲート集合で記述した時のゲート数（サイズという）、二つ目は

量子回路の深さ（時間的に同時に実行できる複数のゲートは鉛直方向に見て同じ１つの層に属すると見なし、水平方

向で数えた時の層数）、量子ビット数などがある。ゲート数により量子回路の複雑性を評価する際は、基本的に実装コ

ストが比較的かかるとされる CX,CCXゲートが比較的用いられる。
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その上でここでは本論文に関連する重要な量子回路の例として量子フーリエ変換のための回路と Draperの加算回

路を紹介する。

2.3.1 量子フーリエ変換

量子フーリエ変換 (Quantum Fourier Transform, QFT)[25]は、量子計算において最も強力で重要な変換の一つで

ある。量子フーリエ変換は、自然数 n,N = 2n として n-qubitのヒルベルト空間HN 上での、以下のユニタリ変換で
定義される。

QFT: |j〉 7→ 1√
N

N−1∑
k=0

exp

(
2πi

jk

N

)
|k〉 (2.3.1)

ここでHN の N 個の正規直交基底を {|k〉}N−1
k=0 とし、定義内における |j〉はそれらのうちのいずれか一つである。量

子フーリエ変換はユニタリー変換であるから逆変換が存在し、それは逆量子フーリエ変換 (Inverse Quantum Fourier

Transform, IQFT)として以下で定義される。

IQFT: |j〉 7→ 1√
N

N−1∑
k=0

exp

(
−2πi

jk

N

)
|k〉 (2.3.2)

一般の量子状態 |x〉 ∈ HN に対する量子フーリエ変換の作用は、同じ正規直交基底 {|k〉}N−1
k=0 を用いて

QFT: |x〉 =

N−1∑
j=0

xj |j〉 7→ |y〉 =

N−1∑
k=0

yk |k〉 (2.3.3)

と表される。ただし

yk =
1√
N

N−1∑
j=0

xj exp

(
2πi

jk

N

)
(2.3.4)

である。

量子フーリエ変換は、古典計算における離散フーリエ変換の逆変換をヒルベルト空間内の量子状態に施したものとし

て捉えることができる。それは以下のようにして確認できる。まず離散フーリエ変換 (Discrete Fourier Transform,

DFT)とは、自然数 N に対し

DFT: CN 3 x = (x0, x1, . . . , xN−1) 7→ CN 3 z = (z0, z1, . . . , zN−1) (2.3.5)

でありかつ各 zk が

zk =
1√
N

N−1∑
j=0

xj exp

(
−2πi

jk

N

)
(2.3.6)

で定義されるものである。N = 2n における離散フーリエ変換の逆変換 (Inverse Discrete Transform, IDFT)は、量

子フーリエ変換における yk を用いて

IDFT: CN 3 x = (x0, x1, . . . , xN−1) 7→ CN 3 y = (y0, y1, . . . , yN−1) (2.3.7)

で定義され確かに対応が見て取れる。以下 N = 2n に限定して話を進める。

次に量子フーリエ変換を単純なゲートによって構成するために、計算基底状態 |j〉に対する量子フーリエ変換の積
表現

QFT |j1j2 . . . jn〉 =
1√
N

(
|0〉+ e2πi0.jn |1〉

)
⊗
(
|0〉+ e2πi0.jn−1jn |1〉

)
⊗ · · · ⊗

(
|0〉+ e2πi0.j1j2...jn |1〉

)
(2.3.8)
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の成立を確認する。ここで自然数 j に対する２進数表現 j ≡ j1j2 . . . jn ≡
n∑
k=1

jk2n−k と２進小数としての表示

0.jkjk+1 . . . jl ≡
l∑

m=k

jm2k−1−m を用いた。これが量子フーリエ変換の定義と完全に等価であることは、定義式から

逐次的に示せる。実際、

QFT |j〉 =
1√
N

N−1∑
k=0

exp

(
2πij

n−1∑
l=0

kl2
−l

)
|k〉 =

1√
N

1∑
k1=0

· · ·
1∑

kn=0

exp

(
2πij

n−1∑
l=0

kl2
−l

)
|k1 · · · kn〉

=
1√
N

1∑
k1=0

· · ·
1∑

kn=0

n⊗
l=1

exp
(
2πijkl2

−l) |kl〉 =
1√
N

n⊗
l=1

(
1∑

kl=0

exp
(
2πijkl2

−l) |kl〉)

=
1√
N

n⊗
l=1

(
|0〉+ exp

(
2πij2−l |1〉

))
=

1√
N

(
|0〉+ e2πi0.jn |1〉

)
⊗
(
|0〉+ e2πi0.jn−1jn |1〉

)
⊗ · · · ⊗

(
|0〉+ e2πi0.j1j2...jn |1〉

)
であることから確かめられる。この積表現の各 qubitに着目すれば、位相部分に j1, . . . , jn のいずれかが左端から見

て一つずつ追加されている。これはすなわち、各 qubit ごとに対象となる qubit 以下の qubits との制御演算によっ

て、段階的に |j1 . . . jn〉からこの積表現へと変化させることができる可能性を示唆している。そしてそれは容易に実
現可能である。

そのための以下の量子操作

V1 ≡ UnUn−1 · · ·U1, Ui =

{
CPn,i

(
2i−nπ

)
· · ·CPi+2,i

(
2−2π

)
CPi+1,i

(
2−1π

)
Hi (i 6= n)

Hn (i = n)
(2.3.9)

とそれに連なる高々 n/2回の SWAP操作

V2 ≡ SWAP1,n SWAP2,n−1 · · · SWAP⌊n
2 ⌋,⌊n

2 ⌋+1 (2.3.10)

によって、QFT = V2V1 として実現可能である。ここで CPi,j は上から i番目の qubitを制御 qubit、j 番目の qubit

を標的 qubitとした制御位相ゲート、Hi は i番目の qubitへの Hadamardゲート、SWAPi,j は i, j 番目の qubitsに

作用する SWAPゲートとした。V1 による量子操作とそれによる量子状態の変化は図 2.6に示した。

|j1〉 H P (π2 ) P ( π22 ) P ( π
2n−1 ) 1√

2

(
|0〉+ e2πi(0.j1...jn) |1〉

)
|j2〉 • H P (π2 ) P ( π

2n−2 ) 1√
2

(
|0〉+ e2πi(0.j2...jn) |1〉

)
|j3〉 • • 1√

2

(
|0〉+ e2πi(0.j3...jn) |1〉

)
...

. . .
. . . · · · ...

|jn−1〉 H P (π2 ) 1√
2

(
|0〉+ e2πi(0.jn−1jn) |1〉

)
|jn〉 • • • H

1√
2

(
|0〉+ e2πi(0.jn) |1〉

)

図 2.6: 量子フーリエ変換のためのゲート操作の一部 V1 とそれによる状態変化

この具体的構成方法から量子フーリエ変換に必要なサイズを評価することができる。SWAP ゲートが 3 個

の CNOT ゲートで構成できることから、必要な制御ゲートと Hadamard ゲート、CNOT ゲートの数の和は
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n + (n − 1) + · · · + 1 + 3bn2 c = n(n + 1)/2 + 3bn2 c = O(n2) 個であり、O(n2) のサイズで量子フーリエ変換が

構成できることがわかった。さらに量子回路内でデコヒーレンスが起きる場合においては、近似量子フーリエ変換

(Approximate Quantum Fourier Transform, AQFT) によって O(n log(n))のサイズで近似的に量子フーリエ変換

が構成できることが知られている [26]。一方量子フーリエ変換の逆変換に対応する古典的離散フーリエ変換のため

の、最良の古典的アルゴリズムは高速フーリエ変換 (Fast Fourier Transform, FFT)であって Θ(n2n)のサイズを持

つ [27, 28]。そのため量子フーリエ変換を実問題に用いることで計算量を指数的に抑えることが可能であることが期

待される。しかし注意すべきは、変換後の振幅の値は実際には観測するまで獲得することができず、仮に行うにも多

数回観測が必要である点である。さらに量子フーリエ変換を適用できる量子状態を効率的に準備する手法も発見法的

にしか理解されていない。しかし Shorの素因数分解 [2, 3]に代表されるように、それら欠点を補って余りある恩恵

をもたらしうるので、量子フーリエ変換は量子計算において最も重要な変換の一つと言える。

2.3.2 Draperの加算回路

量子回路内で四則演算が実行できることが、複雑な量子計算をするための前提であると言える。ここでは四則演算

のうち最も基本となる足し算を実行する回路である加算回路を考える。古典計算においては半加算器、全加算器を定

義してそれらを組み合わせることで加算回路を構成する。しかしそれらは非可逆な回路となっているため、量子回路

では実行できない。一方可逆な古典計算であれば量子回路で実行可能であるから、古典的手法を可逆な形式に変更し

加算回路を構成する手法が存在する。しかしここでは、Draperの加算回路 [29]と呼ばれる、量子フーリエ変換を用

いた加算回路の構成方法を述べる。

加算を行う２つの数として、nビットの２進数表現された非負の整数 a, bを考える。|a〉 |b〉 → |a+ b mod 2n〉 |b〉
とする加算回路に対応する量子操作の構成を目標とする。まず |a〉のレジスタについて量子フーリエ変換を行い、

QFT |a〉 |b〉 ≡ |ϕ(a)〉 |b〉 =
1√
2n

2n−1∑
k=0

exp

(
2πia

n−1∑
l=0

kl2
−l

)
|k〉 |b〉 (2.3.11)

を作る。次に CRj,k を標的ビットが |ϕj(a)〉で制御ビットが |bk〉である制御回転ゲートとして量子操作
n⊗
j=1

n⊗
k=j

CRj,k

( π

2k−j

)
|ϕ(a)〉 |b〉 (2.3.12)

を行うと

|ϕ(a+ b)〉 |b〉 =
1√
2n

2n−1∑
k=0

exp

(
2πi(a+ b)

n−1∑
l=0

kl2
−l

)
|k〉 |b〉 (2.3.13)

となる（図 2.7参照）。さらに逆量子フーリエ変換を行うことで

IQFT |ϕ(a+ b)〉 |b〉 = |a+ b mod 2n〉 |b〉 (2.3.14)

が得られる。まとめると、この一連の量子操作を以下 Uadd と名付ければ、

Uadd |a〉 |b〉 = |a+ b mod 2n〉 |b〉 (2.3.15)

Uadd ≡
(
IQFT⊗I⊗n

) n⊗
j=1

n⊗
k=j

CRj,k

( π

2k−j

)(QFT⊗I⊗n
)

(2.3.16)

となる。

減算回路も全く同様に構成することが可能で、対応する量子操作を Usub として以下のように定義する。

Usub |a〉 |b〉 = |a− b mod 2n〉 |b〉 (2.3.17)

Usub ≡
(
IQFT⊗I⊗n

) n⊗
j=1

n⊗
k=j

CRj,k

(
− π

2k−j

)(QFT⊗I⊗n
)

(2.3.18)
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|ϕ1(a)〉 R( π20 ) R( π21 ) R( π
2n−1 ) |ϕ1(a+ b)〉

|ϕ2(a)〉 R( π20 ) R( π21 ) R( π
2n−2 ) |ϕ2(a+ b)〉

...
· · · . . . · · · ...

|ϕn−1(a)〉 R( π21 ) R( π20 ) |ϕn−1(a+ b)〉

|ϕn(a)〉 R( π20 ) |ϕn(a+ b)〉

|b1〉 • • |b1〉

|b2〉 • • |b2〉

...
. . .

. . . · · · ...

|bn−1〉 • |bn−1〉

|bn〉 • • • • |bn〉

図 2.7: Draperの加算回路構成のための量子操作の一部

Draperの加算回路の特徴として量子フーリエ変換と異なり、式 (2.3.12)の部分を一部並列に実行することが可能

で深さ O (log2 n) にすることができる。また Draper の加算回路のサイズは量子フーリエ変換とその逆変換そして
n(n+1)

2 回の制御回転ゲートを用いるため、O(n2)となっている。一方古典的加算回路のサイズは O(n)であることが

わかっているので、それよりも劣る。それでもなお古典計算では不可能な手法として重要視されている。例として古

典加算回路において、もし構成ゲートの一部でも欠損や問題が発生すれば全体として加算回路とは全く異なる挙動を

するが、そうした場合でも Draperの加算回路では近似的に正しい動作をするという特徴がある。

2.4 最適化に関する量子アルゴリズムの例

アルゴリズムにおける各ステップで量子計算を用いる量子アルゴリズム (quantum algorithm) が量子計算の一つ

の重要な柱となる。

そうした何らかの量子アルゴリズムが有効または効率的であるか調べるには、アルゴリズムの計算量を評価する必

要があり、そのための方法が幾つか存在する。量子回路モデルにおいては、必要な量子回路のゲート数、深さ、量子

ビット数などで評価ができるが、以下では主にクエリ計算量 (query complexity)を用いる。クエリ計算量とは、特定

のゲートまたは関数（オラクル、oracle）の呼び出し（クエリ）回数のことを指す。クエリ数による評価は、オラクル

の内部についての構造を仮定することなく容易に計算量評価が可能でまた、他のアルゴリズムを組み合わせる際にも

便利であるという利点がある。反面オラクル自体の構成に例えば量子ビットに関し指数時間のゲート操作を含む場合

は、仮にクエリ計算量において多項式時間の量子加速が起きたとしても、依然として指数時間の計算量に関しての問

題は解決されない。

ここではクエリ計算量を用いて最適化に関連する効率的な量子アルゴリズムを紹介する。具体的には量子振幅増幅

アルゴリズムとその考案の元となった Grover 探索アルゴリズム、そして Grover 探索の応用である最小値探索量子

アルゴリズムを紹介する。

2.4.1 量子振幅増幅アルゴリズム

量子振幅増幅（Quantum Amplitude Amplification)アルゴリズム [30]とは、量子状態の特定の成分（基底）のみ

の振幅を増大させる量子アルゴリズムである。初めにその適用範囲の広さから量子振幅増幅アルゴリズムを説明し、
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Grover 探索をその一例として説明する。以下のアルゴリズムとそれに付随する説明は主に原論文から引用し適宜補

足する。

古典計算においては、確率変数 x を持つ確率分布 P (x) と x を引数としたブール値関数 χ が与えられていて、

χ (x) = 1となる結果が得られる確率が a > 0であった場合、平均的に 1
a 回の試行によって χ (x) = 1を満たす結果

が得られる。一方量子振幅増幅アルゴリズムを用いれば Θ
(

1√
a

)
の試行回数で条件を満たす状態が得られる。

Hを量子系の状態を記述するヒルベルト空間とする。Aをヒルベルト空間 Hにおける任意の観測を含まない量子
アルゴリズム（またはユニタリ演算）として基底状態 |0〉に作用して生じる状態が

|Ψ〉 ≡ A |0〉 (2.4.1)

であるとする。Hの正規直交基底を {|x〉}dimH
x=1 として、任意のブール値関数 χ : Z→ {0, 1}はHを二つの部分空間

の直和

H = Hχ ⊕H⊥
χ (2.4.2)

Hχ ≡ span{|x〉 ∈ H |χ (x) = 1} (2.4.3)

H⊥
χ ≡ span{|x〉 ∈ H |χ (x) = 0} (2.4.4)

へ分解する。ここでH上の純粋状態 |Ψ〉はHχ, H⊥
χ への射影演算子 Pχ, P⊥

χ
*1を用いて

|Ψ〉 = Pχ |Ψ〉+ P⊥
χ |Ψ〉 = |Ψ1〉+ |Ψ0〉 (2.4.5)

と２つの直交する成分 |Ψ1〉 ≡ Pχ |Ψ〉, |Ψ0〉 ≡ P⊥
χ |Ψ〉の和として書ける。

|Ψ〉に対してHχ 上へ射影した状態 |Ψ1〉のノルム

a ≡ 〈Ψ1|Ψ1〉 (2.4.6)

は、測定オペレータ集合を {|x〉〈x|}dimH
x=1 ととる射影測定をした際に観測される状態 |x〉がHχ に属する確率、すなわ

ち χ (x) = 1を満たす確率となっている。

この振幅を増幅するための量子操作が

Q ≡ Q(A, χ) ≡ −AS0A−1Sχ (2.4.7)

であって、Qを状態 |Ψ〉に繰り返し作用することで χ(x) = 1を満たす状態の振幅を増幅することができる。ここで

いう Sχ とは条件を満たす状態の位相のみを反転させる量子操作であり、

|x〉 7→

{
− |x〉 (χ (x) = 1)

|x〉 (χ (x) = 0)
(2.4.8)

と正規直交基底に含まれる |x〉を変換する。つまり Sχ =
∑
x

(−1)χ(x) |x〉〈x|。また S0 とは状態 |0〉成分のみの位相を

反転させる量子操作であって
S0 ≡ I − 2 |0〉〈0| (2.4.9)

と表せる。Qが実際に条件を満たす状態を増幅させる量子操作であることを示すために、以下証明を行う。

Qを一回作用させた状態に関して次の補題 2.4.1が成立する*2。

*1 射影演算子 Pχ, P⊥
χ はエルミートで性質 Pχ = P †

χ = P 2
χ , P

⊥
χ = P⊥†

χ = P⊥2
χ , Pχ + P⊥

χ = 1を満たす。
*2 |Ψ⟩ = A |0⟩を用いて

Q |Ψ1⟩ = −AS0A−1Sχ |Ψ1⟩ = (2 |Ψ⟩⟨Ψ| − 1) (− |Ψ1⟩) = (1− 2a) |Ψ1⟩ − 2a |Ψ0⟩
Q |Ψ0⟩ = −AS0A−1Sχ |Ψ0⟩ = (2 |Ψ⟩⟨Ψ| − 1) (+ |Ψ0⟩) = 2(1− a) |Ψ1⟩+ (1− 2a) |Ψ0⟩
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補題 2.4.1.

Q |Ψ1〉 = (1− 2a) |Ψ1〉 − 2a |Ψ0〉 (2.4.10)

Q |Ψ0〉 = 2(1− a) |Ψ1〉+ (1− 2a) |Ψ0〉 (2.4.11)

補題 2.4.1から
HΨ = span{|Ψ1〉 , |Ψ0〉} (2.4.12)

とすると、部分空間HΨ はQの作用のもとで閉じている、つまり

|ϕ〉 ∈ HΨ ⇒ Q |ϕ〉 ∈ HΨ (2.4.13)

である。また

dimHΨ =

{
2 (0 < a < 1)

1 (a = 0, 1)
(2.4.14)

が成り立つ。補題 2.4.1の帰結として次が成り立つ。

補題 2.4.2. 0 < a < 1とする。HΨ におけるQの作用は以下の反転を行う演算子の積

UΨUΨ0 (2.4.15)

として表せる*3。ここで

UΨ0
≡ I − 2

1− a
|Ψ0〉〈Ψ0| (2.4.16)

UΨ ≡ I − 2 |Ψ〉〈Ψ| (2.4.17)

とした。演算子 UΨ0 は |Ψ0〉に関する反転を行い、演算子 UΨ は |Ψ〉に関する反転を行う。（図 2.8参照）

Qの作用に関する補足として、H における HΨ の直交補空間 H⊥
Ψ 上でAS0A−1 は恒等演算子 I に一致する*4か

ら H⊥
Ψ で Qは −Sχ と一致し、Q2 は恒等演算子 I に一致する。従って H⊥

Ψ 内で Qの全ての固有ベクトルは固有値

±1を持ち、H⊥
Ψ 上での Qの作用が明らかになった。任意の |ψ〉 ∈ H に対する Qの作用を調べるには HΨ への |ψ〉

の射影に対するQの作用を調べれば十分であることがわかる。

以下しばらく 0 < a < 1として続ける。Qに関して閉じた HΨ は、Qのユニタリー性と式 (2.4.14)から以下のQ

の２つの固有ベクトル

|Ψ±〉 ≡
1√
2

(
1√
a
|Ψ1〉 ±

i√
1− a

|Ψ0〉
)

(0 < a < 1) (2.4.18)

でその正規直交基底が構成でき、満たす性質を補題 2.4.3にまとめる。

補題 2.4.3. |Ψ±〉に対応するQの固有値は
λ± = e±2iθa (2.4.19)

*3 HΨ を張る |Ψ1⟩ , |Ψ0⟩に実際に UΨUΨ0
を施し補題 2.4.1を用いて確認できる。

UΨUΨ0 |Ψ1⟩ = (I − 2 |Ψ⟩⟨Ψ|) |Ψ1⟩ = 2(1− a) |Ψ1⟩+ (1− 2a) |Ψ0⟩ = Q |Ψ1⟩

UΨUΨ0
|Ψ0⟩ = UΨ

(
I −

2

1− a
|Ψ0⟩⟨Ψ0|

)
|Ψ0⟩ = − (I − 2 |Ψ⟩⟨Ψ|) |Ψ0⟩ = 2(1− a) |Ψ1⟩+ (1− 2a) |Ψ0⟩ = Q |Ψ0⟩

*4 任意の |ψ⟩ ∈ H⊥
Ψ に対しAS0A−1 |ψ⟩ = (I − 2 |Ψ⟩⟨Ψ|) |ψ⟩ = |ψ⟩
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1√
1−a |Ψ0〉

1√
a
|Ψ1〉

|Ψ〉

UΨ0 |Ψ〉

UΨUΨ0 |Ψ〉

√
1− a

√
a

θa 2θ
a

4θ
a

図 2.8: 振幅増幅の様子

増幅させる状態 |Ψ〉を解の成分 |Ψ1〉とそうでない成分 |Ψ0〉に分解し、それら２つを軸とした二次元平面内で表現す
る。UΨ0

が |Ψ0〉に対する反転を行い、UΨ が |Ψ0〉に対する反転を行う。UΨUΨ0
を繰り返すことで解の成分 |Ψ1〉が

増大する。

である*5。ここで θa は以下を満たす。

sin2(θa) ≡ a = 〈Ψ1|Ψ1〉 (2.4.20)

0 ≤ θa ≤ π/2 (2.4.21)

|Ψ〉をHΨ の基底で書き直せば、Qが実際に増幅する過程であることが以下のように見てとれる。

|Ψ〉 =
−i√

2

(
eiθa |Ψ+〉 − e−iθa |Ψ−〉

)
(2.4.22)

∴ Qj |Ψ〉 =
−i√

2

(
e(2j+1)iθa |Ψ+〉 − e−(2j+1)iθa |Ψ−〉

)
=

1√
a

sin ((2j + 1)θa) |Ψ1〉+
1√

1− a
cos ((2j + 1)θa) |Ψ0〉 (2.4.23)

よって 0 < a < 1においてある非負整数mに対しQmA |0〉を射影測定して χ (x) = 1を満たす状態 |x〉が得られる
確率は、sin2 ((2m+ 1)θa)。この結果は a = 0, 1であっても成り立つ。

従ってアルゴリズムAの成功確率を増大させるには、sin2 ((2m+ 1)θa)が 1に近づくような非負整数mを選べば

いい。そのようなmの選び方は次の定理が与える。

定理 2.4.1. 量子振幅増幅：aが既知な場合での２次の高速化

Aを任意の測定を含まない量子アルゴリズムまたはユニタリ演算子、χ : Z→ {0, 1}を任意のブール値関数と

*5 式 (2.4.16)、(2.4.17)から

Q |Ψ±⟩ =
1√
2

[
1
√
a
{(1− 2a) |Ψ1⟩ − 2a |Ψ0⟩} ±

i√
1− a

{2 (1− a) |Ψ1⟩+ (1− 2a) |Ψ0⟩}
]

=
1√
2

[
1
√
a

(
1− 2a± 2i

√
a(1− a)

)
|Ψ1⟩ ±

1√
1− a

(
−2
√
a(1− a)± i(1− 2a)

)
|Ψ0⟩

]
=
(√

1− a± i
√
a
)2 |Ψ±⟩ = e±2iθa |Ψ±⟩
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する。aをAの成功する確率とする。a > 0と仮定して、m = bπ/4θacとおく。ただし θa は 0 < θa ≤ π/2かつ

sin2(θa) = aなるものとする。

このとき、状態QmA |0〉を作り系をHの正規直交基底 {|x〉〈x|}dimH
x=1 で射影測定することで条件 χ(x) = 1を

満たす状態 |x〉が少なくとも max(1− a, a)の確率で得られる*6。

上記の定理によって２次の高速化が可能であるのは、χ(x) = 1を満たす状態が、高々期待値 (2m+ 1)/max(1 − a, a) =

Θ(1/
√
a)*7回の A と A−1 の試行で得られるからである。ただし注意点があり、この定理の主張するところは状態

QmA |0〉 を得るにはあらかじめ m つまり a の値が知られていなければならない点である。a の値が未知の場合に

は定理 2.4.2が存在するが、その前に量子振幅増幅アルゴリズムについて補足を加えておく。

量子振幅増幅アルゴリズムの適用先として考えられるのは、自然数N としてブール値関数 f : {0, 1, . . . , N − 1} →
{0, 1}が与えられており、f(x) = 1を満たす解 x0 がただ一つ存在していると仮定して、x0 を探し出す探索問題であ

る。f の構造が不明すなわち f が入力に対する関数の出力のみしか知り得ないブラックボックスである場合、古典

的にはしらみ潰しに行う必要があり、探索空間のサイズ N のオーダー Θ(N)の関数の呼び出し（クエリ）が必要に

なる。

一方 Groverは量子計算によって上述の探索問題が O(
√
N)の呼び出しで十分であることを示した。その手続きは

Grover 探索アルゴリズム [31, 32, 33]と呼ばれ、量子振幅増幅アルゴリズムにおいて χ = f, a = 1/
√
N とし n量子

ビットに対するアダマール変換A = H⊗n として始状態を一様な重みの状態

|Ψ〉 =
1√
N

N−1∑
x=0

|x〉 (2.4.24)

に選んだ場合と一致する。探索の量子アルゴリズムの下限が Ω(
√
N) であることが示されている [34] ため、Grover

のアルゴリズムはオーダーとして最良であることが知られている。

量子振幅増幅アルゴリズムを実際の問題に適用する際に用いる際次の補題 2.4.4が成り立つ。

補題 2.4.4. 量子アルゴリズムAが２回のユニタリ変換の積

A ≡ Atable (Ainit ⊗ I2n) (2.4.25)

として書けてそれぞれ状態 |0〉1 , |i〉1|0〉2 に対する作用が

Ainit |0〉1 =
∑
i∈GA

ai |i〉1 (2.4.26)

Atable |i〉1|0〉2 = |i〉1|A(i)〉2 (2.4.27)

*6 π/4θa − 1 < ⌊π/4θa⌋ ≤ π/4θa から −θa < (2m+ 1)θa − π
2
≤ θa なので

sin2 ((2m+ 1)θa) = cos2
(
(2m+ 1)θa −

π

2

)
≥ cos2 (θa) = 1− a

π/4 < θa ≤ π/2の時、m = ⌊π/4θa⌋ = 0より sin2 ((2m+ 1)θa) = sin2 (θa) = a

∴ sin2 ((2m+ 1)θa) ≥ max (1− a, a)

*7 2m+ 1

{
≤ 2(π/2θa + 1) = 2(π/2 arcsin

(√
a
)
+ 1) ≤ 2(π/2√a + 1)

> (π/2θa − 1) = (π/2 arcsin
(√

a
)− 1) ≥ (1/√a − 1)

と 1/2 ≤ max(1− a, a) ≤ 1から

(2m + 1)/max(1 − a, a) = Θ(1/
√

a)
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である場合を考える。ただし n,m ∈ N,
∑
i∈GA

|ai|2 = 1, A(i) ∈ Z2n。これに合わせてブール値関数 χの定義

である式 (2.4.8)を

|x〉2 7→

{
− |x〉2 (χ (x) = 1)

|x〉2 (χ (x) = 0)
(2.4.28)

と変更しこれを Sχ ≡ I2m ⊗
∑
x

(−1)χ(x) |x〉22〈x|とする。

この時 S0 は以下の S′
0 で十分である*8。

S′
0 = (I2m − 2 |0〉11〈0|)⊗ I2n (2.4.29)

条件を満たせば補題 2.4.4によって S0 をより少ないゲート数で構築することができる。第 3章でこの補題 2.4.4を

用いて S′
0 を構築する。

aの値が知られているという仮定で二次の高速化が可能であることを定理 2.4.1で見たが、以下の定理では一般に

未知であっても二次の高速化が可能であることを示す。

定理 2.4.2. 量子振幅増幅：aが未知な場合での二次の高速化

以下を満たすQSearchと呼ばれる量子アルゴリズムが存在する。

Aを任意の測定を含まない量子アルゴリズムまたはユニタリ演算子、χ : Z→ {0, 1}を任意のブール値関数と
する。aをAの成功する確率とする。
a > 0ならば、アルゴリズムQSearchを用いることでA,A−1 を期待値 Θ (1/

√
a)回行うことで χ (x) = 1を

満たす解 |x〉が得られる。a = 0ならばQSearchは停止しない。

証明の概略を示す。a ≥ 3/4の時、QSearch(A,χ)内のステップ３の存在が、解が早期に得られることを保証してい

る。よって 0 < a < 3/4の場合の計算量を調べればいい。そのために補題 2.4.5を用いる。これは帰納的に加法定理

と２倍角の公式を用いれば示せる。

補題 2.4.5. m ∈ N, α ∈ Rとする。

m−1∑
j=0

cos ((2j + 1)α) =
sin (2mα)

2 sinα
(2.4.31)

補題 2.4.5から 0 < a < 3/4でQSearch(A, χ)内のステップ２から７において χ (z) = 1なる状態 |z〉が得られる

*8 補題の成立を確認する。まず
A |0⟩1|0⟩2 =

∑
i∈GA

ai |i⟩1|A(i)⟩2 (2.4.30)

が成り立つ。そして状態A |0⟩1|0⟩2 に増幅Qを一回行った状態を比較すると、

AS′
0A−1SχA |0⟩1|0⟩2 = Atable

I2m − 2
∑

i,j∈GA

aia
∗
j |i⟩11⟨j|

⊗ I2n

 ∑
k∈GA

ak(−1)χ(A(k)) |k⟩1|0⟩2

=
∑

i,j∈GA

ai|aj |2(−1)χ(A(j)) |j⟩1|A(j)⟩2

AS0A−1SχA |0⟩1|0⟩2 = Atable

I2n+m − 2
∑

i,j∈GA

aia
∗
j |i⟩11⟨j| ⊗ |0⟩22⟨0|

 ∑
k∈GA

ak(−1)χ(A(k)) |k⟩1|0⟩2

=
∑

i,j∈GA

ai|aj |2(−1)χ(A(j)) |j⟩1|A(j)⟩2

と両者が一致することが具体的な計算によって確認でき、Qを複数回作用させた場合でも同様である。
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Algorithm 1 QSearch(A, χ)

1: l = 0とおき、cを 1 < c < 2を満たすある定数とする。

2: l← l + 1とし、M = dcleとする。
3: 始状態 |0〉に量子アルゴリズムAを作用させ系を測定し測定結果 |z〉を得る。
4: if χ(z) = 1 then return z

5: else

6: 系を状態A |0〉に初期化する。
7: 整数 j を 1からM までの整数から一様ランダムに選ぶ。

8: Q = Q(A, χ)としてレジスタにQj を施し系を測定し測定結果 |z〉を得る。
9: if χ(z) = 1 then return z

10: else

11: go to step 2

12: end if

13: end if

確率は、

a+ (1− a)
1

M

M∑
j=1

sin2 ((2j + 1)θa) ≥ 1

2

(
1− 1

2M
√
a

)
(2.4.32)

と下から抑えられる*9。これは a ≥ 3/4でも成り立つ。

定数 c0,M0 を

c0 ≡ 1− 1

2
c (2.4.33)

M0 ≡
1

2c0
√
a

(2.4.34)

とおく。T1 をM < M0 におけるAの最大の適用回数、T2 をM ≥ M0 におけるAの適用回数の期待値とすると、
解が得られるまでの QSearch(A, χ)全体におけるAの適用回数の期待値は明らかに T1 + T2 で抑えることができ

る。よって T1, T2 のAの適用回数に対する振る舞いを調べればいい。
T1 については

T1 =

⌊logM0⌋∑
l=1

(
1 + (dcle+ 1)

)
≤

⌊logM0⌋∑
l=1

(
3 + cl

)
= 3blogM0c+ c

clogM0 − 1

c− 1

= 3blogM0c+ c
M log c

0 − 1

c− 1
= O(M0) = O (1/

√
a) (∵ log c < 1) (2.4.35)

*9

1

M

M∑
j=1

sin2 ((2j + 1)θa) =
1

2M

M∑
j=1

(1− cos (2θa(2j + 1))) =
1

2
−

1

2M

(
sin (4(M + 1)θa)

2 sin (2θa)
− cos (2θa)

)

≥
1

2

(
1−

1

2M sin (2θa)
+

1

2M
cos (2θa)

)
=

1

2

(
1−

1

4M
√
a(1− a)

+
1

2M
(1− 2a)

)

≥
1

2

(
1−

1

2M
√
a
+

1

2M
(1− 2a)

)
最後の式変形において 0 < a < 3/4を用いた。

∴ a+ (1− a)
1

M

M∑
j=1

sin2 ((2j + 1)θa) ≥
1

2

(
1−

1

2M
√
a

)
+

(1− a)(1− 2a)

2M
+ a

(
1

2
+

1

2M
√
a

)
≥

1

2

(
1−

1

2M
√
a

)
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と T1 = O(1/
√
a)が言えた。

T2 については式 (2.4.32)からステップ９における失敗確率が p0 ≡ (1 + c0)/2によって上から抑えることができる。

よって dci+1e ≥ M0 > dcieなる iを i0 として、任意の i > i0 に対し高々 pi−i00 の確率で dcieなるM をステップ２

で得る。

∴ T2 = O

(∑
i>i0

(
1 + (1 + dcie)

)
pi−i00

)
= O

(∑
i=1

(
3 +M0c

i
)
pi0

)
= O(M0) = O (1/

√
a) (2.4.36)

途中で cp0 < 1を用いた。故に QSearch(A, χ)全体におけるAの適用回数の期待値は O (1/
√
a)。Ω (1/

√
a)でもあ

ることの証明は省略する。a = 0である時は j 回の振幅増幅後も解が得られる確率は常に sin2 ((2j + 1)θa) = 0であ

りアルゴリズムは停止しない。

aが既知である場合にまた話が戻るが、その場合解を決定論的につまり確率 1で Θ(1/
√
a)の計算量により得ること

ができる。その前に Sχ,S0 を一般化する。Sχ の正規直交基底に含まれる状態 |x〉に対する作用が

|x〉 7→

{
eiφ |x〉 (χ (x) = 1)

|x〉 (χ (x) = 0)
(2.4.37)

と、解の状態のみに位相 φを加えるユニタリ変換とする。また S0 として基底状態 |0〉の位相にのみ位相 ϕを加える

S0(ϕ) ≡ I − (1− eiϕ) |0〉〈0| (2.4.38)

とする。これに応じて振幅増幅操作Q (A, χ)をQ (A, χ, φ, ϕ)とおき直せば、以下が同様に成り立つ。

補題 2.4.6.

Q |Ψ1〉 = eiφ
((

1− eiϕ
))
|Ψ1〉+ eiφ

(
1− eiϕ

)
a |Ψ0〉 (2.4.39)

Q |Ψ0〉 =
(
1− eiϕ

)
(1− a) |Ψ1〉 −

((
1− eiϕ

)
a+ eiϕ

)
|Ψ0〉 (2.4.40)

すると m̃ = π/4θa − 1/2として拡張前の振幅増幅Q (A, χ, π, π)を m̃回行った時の状態は

1√
a

sin ((2bm̃c+ 1)θa) |Ψ1〉+
1√

1− a
cos ((2bm̃c+ 1)θa) Ψ0 (2.4.41)

である。その後以下

eiφ
(
1− eiϕ

)√
a sin ((2bm̃c+ 1)θa) =

((
1− eiϕ

)
a+ eiϕ

) 1√
1− a

cos ((2bm̃c+ 1)θa) (2.4.42)

を満たす φ, ϕに対して振幅増幅 Q (A, χ, φ, ϕ)を一回行うと、解の成分の振幅が 0になる。こうした φ, ϕがとれる

ことは上の条件式を変形した式

cot ((2bm̃c+ 1)θa) = eiφ sin (2θa) (− cos (2θa) + i cot(ϕ/2))
−1

(2.4.43)

が必ず解を持つことから見てとれる。

ここまで説明してきたように、量子振幅増幅アルゴリズムを探索問題に適用することができて、古典的なしらみつ

ぶし (brute force) 探索に比べて２次の高速化が得られることを示してきた。しかし、多くの問題において探索問題

には構造が存在しており、古典計算で適切な発見的手法（ヒューリスティックス）を用いればしらみつぶし（全）探

索よりも早く探索が可能である。こうした場合にも量子振幅増幅アルゴリズムは応用することができ、以下の限定的

なヒューリスティックス*10に対しても２次の高速化が実現できることを見ていく。

*10 必ずしも全てのヒューリスティックスがこの定式化に当てはまるとは限らない。元来は答えの精度が保証されない発見的な手法のことを広
く一般に指す。
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定義 2.4.1. 関数族 F を集合 X 上のブール値関数 f : X → {0, 1}の集合とする。
適切な有限集合 Rに対し関数 G : F ×R→ X のことをここでは暫定的に “ヒューリスティックス”と呼ぶ。

ヒューリスティックスを用いて与えられた関数 f に対し f(x) = 1なる x ∈ X を得ることを目指す。以下ヒューリス
ティックスを多項式時間で動作し、十分な確率で解を得る確率的なアルゴリズムを指すとする。ヒューリスティック

ス G は乱数のシード値 r ∈ R を用い f(x) = 1 なる解 x の推測を行う。関数 f ∈ F に対して対応する解の個数を
tf = | {x ∈ X | f(x) = 1} |、解を与える乱数のシード値の個数を hf = | {r ∈ R | f(G(f, r)) = 1} |とする。
与えられた関数 f に対し hf/|R| > tf/|X| の場合に、ヒューリスティックスが “効率的” という。これはすなわち、

乱数のシード値と f を Gに入力し生成した解の候補は、一様ランダムに解の候補を生成する場合よりも、より高い確

率で f(x) = 1なる正しい解 xが得られることを意味している。これを拡張し複数の関数に関してヒューリスティッ

クスが有効であるかを考える。∀f ∈ F に対して f を F 上の確率分布に基づき確率的に選択し、乱数のシード値と G

を用いて生成した解の候補の方が、一様ランダムに解の候補を推測する場合よりも期待値として高い確率

EF

(
hf
|R|

)
> EF

(
tf
|X|

)
(2.4.44)

で正しい解が得られる場合に、ヒューリスティックス Gを “良い”とする。こうして定義したヒューリスティックス

が量子振幅により二次の高速化が実現されることを次の定理が保証する。

定理 2.4.3. ヒューリスティックスにおける二次の高速化

ブール値関数の族 F を F ⊆ {f | X → {0, 1}}、D を F 上で定義された確率分布とする。
古典コンピューター上で確率分布 D に従って f を取り出し、ヒューリスティックス G : F × R → X に f と

乱数のシード値を与え f(x0) = 1なる x0 ∈ X をある確率で期待値 O(T )の実行時間で得ることができる時、量

子コンピューターを用いて同じことが期待値 O(
√
T )の実行時間で可能である。

証明. 古典的ヒューリスティックス Gを量子アルゴリズムQSearchに入力すればいい。

A として一様なシード値 r ∈ R の重ね合わせ状態を作る変換を考え、任意の関数 f ∈ F に対し r ∈ R, χ(r) =

f(G(f, r)) として量子振幅増幅により f に対し G を用いて正しい解を与えるようなシード値を増幅する。x =

G (f,QSearch(A, χ))として解の候補を与えると、定理 2.4.2によって、ヒューリスティック探索の実行時間の期待

値が Θ
(√

|R|
hf

)
になる。Pf を関数 f が選択される確率とすると

∑
f∈F Pf = 1であって、Gを用いた実行時間の F

上の期待値が Θ
(∑

f∈F

√
|R|
hf
Pf

)
となる。これを書き換えるとコーシー・シュワルツの不等式から

∑
f∈F

√
|R|
hf

Pf
√
Pf ≤

√√√√∑
f∈F

|R|
hf

Pf

√∑
f∈F

Pf =

√√√√∑
f∈F

|R|
hf

Pf (2.4.45)

となる。

定理 2.4.3の証明を、ヒューリスティックス G自体を可逆な形式で量子コンピューター内で構築することで行うこ

ともできるが上述の証明と等価であるため省く。この定理はヒューリスティックス探索を用いることのできる “情報

のある探索” の場合でも、Grover 増幅ひいては量子振幅増幅が有用であることを示している。ここでのヒューリス

ティックスを拡張し第 5章で議論を行う。

原論文 [30] においてはさらに位相推定アルゴリズム [35, 36] と組み合わせることで解の数を推定する量子計数

（Quantum Counting）や、解に対応する状態の振幅を推定する量子振幅推定（Quantum Amplitude Estimation）

が可能であることを示している。また最近の研究成果として観測結果に古典的最尤法を用いることで位相推定アルゴ

リズムなしに量子振幅推定が可能であることが知られている [37]。
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2.4.2 最小値探索量子アルゴリズム

ここでは最適化問題に対する Grover探索の応用を見ていく。（最適化の問題設定と比較対象となる古典アルゴリズ

ムに関しては付録 Cを参照。）Grover増幅の一般的形式である量子振幅増幅アルゴリズムを介して、Grover探索は

brute forceな探索に比べて二次の高速化が可能であることは前節で見た。証明の際に増幅する解に対応する状態の振

幅が未知である時の対処を述べたが、本質的には時系列的に Boyerらによって解決され [38]、BBHTアルゴリズム

と呼ばれる。Boyerは同時に探索空間のサイズ N に対し Grover増幅の解が複数（M > 1個）存在する場合のクエ

リ計算量が O(
√
N/M))を与えている。その際パラメータ λは 1 < λ < 4/3であれば良いと示した。

BBHTアルゴリズムを利用し Dürrと Høyerはインデックスとそれに対応する表（つまり離散集合上の関数）が存

在しているとき、O(
√
N)のクエリで少なくとも 1/2より大きな確率で、表の値が最小となるインデックスを取り出

すことが可能であることを示した [39]。それによれば 22.5
√
N + log2N のクエリ回数に達した時をアルゴリズムの

停止条件とし、BBHTにおける増幅条件をアルゴリズムの各ステップで得られている最小値の候補を閾値として設定

するもので、最小値探索量子アルゴリズムまたは DHアルゴリズムと呼ばれる。（Algorithm 2参照）同アルゴリズ

ムは構造を仮定しない最適化問題へ適用可能であり、二次の加速をもたらす。証明はのちの第 5章での議論と重複す

る部分があるため省略する。

Algorithm 2 Quantum algorithm for finding the minimum, DH Algorithm

Initialize:

m = 1

λ = 8/7とおく。

x1 ∈ S を S 上一様ランダムに選択し、y1 = f(x1)とする

for i = 1, 2, . . . until a termination condition is met do

0以上m未満の整数から一様ランダムに整数 rn を取り出す。

条件 f(x) < yn を満たすものを解 |x〉として rn 回の Grover増幅を行い、観測後の解の候補を x、対応する関

数値 y = f(x)とおく。

if y < yn then

xn+1 = x, yn+1 = y,m = 1

else

xn+1 = xn, yn+1 = yn,m← λm

end if

end for

また DHアルゴリズムは、Baritompaら (BBW)により考案された Grover Adaptive Search(GAS)アルゴリズム

（Algorithm 3参照）の一種とされる。実際初期化m = 1と、GASにおける Grover回転角 {rn}を BBHTと同様

に 0 ≤ rn < mから一様ランダムかつm← λm (if y ≥ yn), 1 (otherwise)とすれば一致する。命名の由来は古典的

な確率的アルゴリズムの Pure Adaptive Search における閾値条件を Grover増幅の条件としたもので、二次の加速

が生まれる。Baritompaらは DHアルゴリズムを解析し λの最良の値として λ ∼= 1.34を与えている。

しかし前節で議論したように一般に多くの問題では一定の構造が存在しそれにあったアルゴリズムや解の精度が保

証されないまでも、経験的に比較的少ない計算量で解を得ることのできる発見的手法が存在する。これに対応する一

つの解決策は前節のヒューリスティックスを Grover探索に含めることであった。第 5章において局所的構造が存在

している場合に関して確率的局所最適化を組み合わせた場合の一般的な量子加速について述べる。
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Algorithm 3 Grover Adaptive Search, GAS({ri})
x1 ∈ S を S 上一様ランダムに選択し、y1 = f(x1)とする

for i = 1, 2, . . . until a termination condition is met do

条件 f(x) < yn を満たすものを解 |x〉として rn 回の Grover増幅を行い、出力を x, y とおく。

if y < yn then

xn+1 = x, yn+1 = y

else

xn+1 = xn, yn+1 = yn

end if

end for

2.4.3 Jordanの量子勾配推定アルゴリズム

最適化問題において勾配情報を用いることが可能な時、そうでない場合に比べ最適化が容易になる。しかし勾配を

計算するには、問題が複雑になればなるほど困難になる。

その事実を確認するために勾配の計算量をクエリ計算量によって評価する。まず実数値関数 f : Rd → Rを定める。
定義により座標 xにおける勾配 ∇f の各成分 ∂f

∂xi
(i = 1, . . . , d)は、微小量 δ を用いて

∂f

∂xi
=
f(x + δei)− f(x)

δ
+O(δ) (2.4.46)

と表せる。ここで {ei}di=1 を Rd の標準基底とした。この式から勾配計算のために関数 f は少なくとも異なる座標

x,x+ δe1, . . . ,x+ δed において計 d+ 1回評価されている（図 2.9参照）ため、古典的クエリ計算量は Ω(d)である。

f(x0+δed)

f(x0)

ed

e1

e2

f(x0+δe1)

図 2.9: 古典的に勾配を計算するために最低限必要な座標点

一方 Jordanの量子アルゴリズム [40]を用いることで関数に対する線形性の仮定の上でクエリ計算量 O(1)つまり

定数で勾配を推定することができる。具体的にはブラックボックスな d個の実変数を持つ実数値関数 f : Rd → Rが、
ある空間領域で微小量 ‖δ‖により

f(x + δ) = f(x) +∇f · δ +O
(
‖δ‖2

)
(2.4.47)

と表される場合、O(1)のクエリで勾配 ∇f が得られる。ここでいうブラックボックスとは関数の入力に対し出力の
みしか知り得ないという関数の性質を意味する。その具体的手続きを一部簡素化して述べると、基底状態 |0〉にアダ
マール変換を行い、N により規格化された一様な重ね合わせ状態

N
∑
δ

|δ〉 ≡ N
∑
δ1

. . .
∑
δd

|δ1〉 . . . |δd〉 (2.4.48)
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を用意する。次に（位相）オラクルと呼ばれる関数 f のクエリに対応する量子操作 U2πSf を

U2πSf |δ〉 = exp(2πiSf(x + δ)) |δ〉 (2.4.49)

と定義し、生成した状態に施す。（ここで S をある正のスケール因子とした。）仮定である式 (2.4.47)により近似を行

うと量子状態は
U2πSfN

∑
δ

|δ〉 ≈ exp(2πiSf(x))N
∑
δ

exp(2πiS∇f · δ) |δ〉 (2.4.50)

となる。そして d個のベクトル成分それぞれに対し逆量子フーリエ変換を施すと、S と逆量子フーリエ変換のサイズ

により定まるスケール因子 sを用いて
exp(2πiSf(x)) |s∇f〉 (2.4.51)

という状態が得られ、最後に観測を行うと大域的位相因子 exp(2πiSf(x))を除き s∇f が得られる*11。

*11 このようにあらかじめ定めたスケール因子 S から決まる因子 sと勾配 ∇f の積 s∇f として勾配に関する情報が得られるため、実際には勾
配を推定する空間領域において s∇f がビットで正しく表現できる程度に勾配が十分小さいという仮定が必要である。
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第 3章

最小値探索量子アルゴリズムによる最適化問題
への応用

ここでは最小値探索量子アルゴリズムの使用を前提にして、量子振幅増幅による古典機械学習モデルの学習を行う。

3.1 計算基底における四則演算を用いた古典的パーセプトロンモデル

初めに古典的なパーセプトロンモデルとして線形分離可能なデータに対する２クラス分類器

f (X ≡ (−1,x)⊺;W ≡ (w0,w)) = θ(WX) = θ(w⊺ · x− w0) (3.1.1)

θ(x) ≡

{
1 (x ≥ 0)

0 (x < 0)
(3.1.2)

を考える。ここで重みベクトル w と特徴量ベクトル xはあるビット数で２の補数表現されているとし、ベクトルの

次元を n1 とする。これは入力層におけるニューロンの数に一致する。しかしながら、内積w⊺ ·xにおける乗算 ×は
２の補数表現を用いた可逆計算においてビット表現を考慮した際本質的な演算ではない。その代わりに符号反転を含

めた乗算 × (−1)×がビット表現に適した形式（付録 B.2.2参照）であるから、上のパーセプトロンモデルを以下の

ように修正する。

f(X;W ) = θ̄(WX) = θ̄(w⊺ · x− w0) (3.1.3)

θ̄ (x) ≡ 1⊕ θ(−x) =

{
1 (x > 0)

0 (x ≤ 0)
(3.1.4)

ここで ⊕は排他的論理和を意味する。すると、

f(X;W ) = 1⊕ θ(w0 −w⊺ · x) = (２の補数表現における w0 −w⊺ · xの符号ビットの値) (3.1.5)

と２の補数表現での符号ビットと直接的に対応づけることが可能になる。

次に、モデル（ここではパーセプトロン）の学習を行うためのコスト関数（損失関数）を定義する。機械学

習においてはモデルに学習させたいデータセットに対し、コスト関数の最小化を行うことで与えられたデータ

を再現するようなモデルを構築することを学習と呼ぶ。自然数 Ndata 個のデータを持つ学習用データセットを

{(xi, yi) | i = 1, . . . , Ndata} とする。学習が適切に行われたかを評価するための尺度（コスト関数）として、精度
Accuracy を

Accuracy ≡
Ndata∑
i=1

|(yi − f(Xi;W ))⊕ 1| =
Ndata∑
i=1

|yi ⊕ f(Xi;W )⊕ 1| (3.1.6)
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と定義する。Accuracy は 0から Ndata までの整数値を取る。学習によりもし学習用データセットを完全に正しく２

値分類できれば Accuracy は Ndata と一致し、逆に全く分類できなければ 0になる。ただし量子回路上では２の補数

表現を基本として用いるため、Accuracy のビット表現を可能な限り行うために bAccuracy ≡ dlog (Ndata + 1)eビット
を用いて

Accuracy ← Accuracy − 2bAccuracy−1 (3.1.7)

と定数だけシフトして定義する。

パーセプトロンの学習のために、ある整数の閾値 0 ≤ Ath ≤ 2bAccuracy − 1を設定し Accuracy がそれを上回るか否

かの判定を行うブール値関数 χ : Z→ {0, 1}

χ (Accuracy , Ath) ≡

{
1 (Accuracy > Ath)

0 (Accuracy ≦ Ath)
(3.1.8)

を定義する。ただし Accuracy と同じくビット数を抑えるため量子回路内では、Ath ← Ath − 2bAccuracy−1 と定数だけ

シフトさせて表現する。χによって探索条件を設定し量子振幅増幅アルゴリズムを用いて学習を行う。これらの前提

でパーセプトロンを量子回路内で計算基底を用いて構成する。ここでは以下の戦略で回路の構成を行う。

1. 必要な量子ビット数を最小化する。

2. 必要無くなればユニタリ逆演算をして対応するレジスタを初期化する。

これに基づき

1. 逐次的に (w0 −w⊺ · xi)を計算する。
2. (xi, yi), Ath, (w0 −w⊺ · xi)の入力と初期化を繰り返す。

ことを行う。以下必要なビット数をまとめる。

• bx：xの各成分のビット数

• bw0
：w0 のビット数

• bw：w の各成分のビット数

• bAccuracy = dlog (Ndata + 1)e：Accuracy のビット数

• bancilla = max (bx, bAccuracy + 1)：学習用データ (xi, yi)、閾値 Ath の入力またはその他のための作業用量子

レジスタのビット数

• b(w0−w⊺·x) ≡ bx + bw − 1 + dlog n1e：(w0 −w⊺ · x)のとりうる数に対応したビット数

これに基づき量子レジスタを以下のように用意し Ancilla,w = (w1, . . . , wn1), w0, (w0 −w⊺ · x) ,Accuracy と呼ぶ。

量子振幅増幅を用いた回路を構成する。Algorithm 4にその手続きをまとめた。増幅の判定のための S0 の構成

は補題 2.4.4の結果を利用している。ここで「符号ビットの値を加える」という表現を用いた際に、1ビットの２の補

数表現では 1 ≡ −1であるから実際には「符号ビットの値を引く」という操作をしている点に注意する。step:24にお

いて Ancillaの第０ビットを飛ばして利用しているのは、引き算 QNModSubによる (0, a, b) 7→ (a − b, b)と桁の変
化を考慮しているためである。（付録 B参照）

実際にパーセプトロン学習のためのシミュレーションを行うために、以下のようなデータ（図 3.2a参照）と各ビッ

ト数を用意した。

• n1 = 2, {xi = (xi,1, xi,2), yi ∈ {0, 1}}Ndata

i=1

• bx = 3, bw = 2, bw0 = 3, Ndata = 7

このデータを用い、閾値 Ath = 6 < 7 = Ndata として、増幅回数を変え量子振幅増幅を行った。以下に増幅された状



3.1 計算基底における四則演算を用いた古典的パーセプトロンモデル 27

Algorithm 4 　量子振幅増幅を用いたパーセプトロン学習のためのプログラム

1: Initialize:

A |0〉を用意する。
2: for i = 0, . . . ,m do: ▷ Quantum Amplitude Amplification

3: Q ≡ −AS0A−1Sχ を系に作用させる。

4: end for

5: return 増幅（減衰）された Accuracy > Ath を満たす状態

6: procedure A ▷ 解を増幅させるべきアルゴリズム

7: アダマール変換をレジスタ w, w0 に行い、ありうるウェイトの状態を一様に重ね合わせる。

8: レジスタ Accuracy の符号ビットを X ゲートにより反転。

9: for i = 1, . . . , Ndata do:

10: レジスタ (w0 −w⊺ · x)に w0 を加える。

11: for j = 1, . . . , n1 do: ▷ calculate (w0 −w⊺ · x)

12: (xi)j をレジスタ Ancillaに入力。

13: − (w)j × (xi)j をレジスタ (w0 −w⊺ · x)に入力。

14: step 12のユニタリ逆演算を行う。

15: end for

16: if yi = 0 then

17: レジスタ (w0 −w⊺ · x)の符号ビットを X ゲートにより反転。

18: end if

19: レジスタ Accuracyに (w0 −w⊺ · x)の符号ビットの値を加える。

20: step 9から step 18までのユニタリ逆演算を行う。

21: end for

22: end procedure

23: procedure Sχ ▷ 解の判定

24: Ath をレジスタ Ancillaの第２ビットから入力

25: レジスタ Ancillaの第１ビットから以下 bAncilla 個の量子ビットにレジスタ Accuracy の値を差し引く。

26: CZ ゲートをレジスタ Ancillaの第１ビットに施す。

27: step 24から step 25までのユニタリ逆演算を行う。

28: end procedure

29: procedure S0

30: X ゲートをレジスタ w, w0 の全ビットに施す。

31: レジスタ w, w0 全体のビット数に合うようにして多重制御 Z ゲートを施す。

32: X ゲートをレジスタ w, w0 の全ビットに施す。

33: end procedure
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Ancilla ⇒ /
bancilla

w1 ⇒ /
bw

w ⇒ ...
...

wn1
⇒ /

bw

w0 ⇒ /
bw0

(w0 −w⊺ · x) ⇒ /
b(w0−w⊺·x)

Accuracy ⇒ /
bAccuracy



図 3.1: パーセプトロン学習のためのレジスタの配置

(a) 学習のためのデータセット

(b) 学習後のパーセプトロン

小さな赤、青マーカーは学習後のパーセプトロンにより

分類されたデータを表す。

図 3.2: パーセプトロンによる２値分類

大きな赤、青マーカーはクラス０、１を表す。緑の枠線は xのビット数 xによって表現可能な xの範囲を表す。量

子振幅増幅によって正しくデータを分類できるモデルが学習されていることが確認できる。

態の振幅を見るために Qiskitの Statevector シミュレーション*1を用いた結果を図 3.3に示す。

量子振幅増幅によって、閾値 Ath = 6を超える、特定のパラメータ w = {−1,−1} , w0 = 2を持った状態のみが

増幅されていることがわかる。得られたパラメータに対応するモデルの分類する領域を表現したものが図 3.2bに示

されていおり、学習用データが分類できている。

*1 量子回路により得られる状態を数値計算し観測は伴わずに、理論的な出力分布を計算している
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図 3.3: 量子振幅増幅による条件を満たすパラメーターの増幅

横軸はパラメーター w, w0 をもち、精度 Accuracy を持った状態を表す。縦軸は観測される理論的な確率を表す。判

例における j は増幅回数を意味する。

3.2 計算基底における四則演算を用いた古典的 FNNモデル

ここでは前節のパーセプトロンモデルを拡張し、隠れ層１つのフィードフォワード・ニューラルネットワーク

(FNN、順伝搬型ニューラルネットワーク)モデルを構成し、量子回路内で実現する。ノーテーションは主に前節を踏

襲する。

簡単のために以下活性化関数をステップ関数とする。そして出力は１つのみの２値分類のみ考える。入力層、隠れ

層でのニューロン数を n1, n2 とおく。前節でも触れたが、ビット表現に適した演算としては、乗算ではなく符号反転
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...
...

y

x0 =−1

x1

x2

xn1

h0 =−1

h1

h2

hn2

W10

W20
Wn20

W1n1

W2n1

Wn2n1

V0

V1

V2

Vn2

Input

layer

Hidden

layer

Ouput

layer

図 3.4: ２値分類のための隠れ層１つ持つ FNN

を伴った乗算であるから、以下のようなものを考える。

X ≡ (−1,x)⊺ (3.2.1)

V ≡ (v0, . . . , vn2
) ≡ (v0,v) (3.2.2)

W ≡

W1

...
Wn2

 (3.2.3)

Wa ≡ (Wa0,Wa1, . . . ,Wan1
) ≡ (wa0,wa) (a = 1, 2, . . . , n2) (3.2.4)

H (X;W ) ≡

 h0
...
hn2

 ≡ (−1
h

)
≡
(
−1

θ̄ (WX)

)

f (X;V ,W ) ≡ θ (V H) ≡ θ

(
n2∑
a=1

vaθ̄

(
n1∑
i=1

waixi − wa0

)
− v0

)
(3.2.5)

この FNNに対応したグラフを図 3.4に描いた。

f(x;V ,W )がビット表現に沿った形になっていることを確認する。そのためにまず 1を 1ビットの２の補数表現

で表現すると 1 ≡ −1であることに注意する。その事実を表現するために関数 L1 : B→ {0,−1}を

L1 =

{
0 (x = 0)

−1 (x = 1)
(3.2.6)

とおく。すると、

f(x;V ,W ) = θ

(
n2∑
a=1

va

(
wa0 −

n1∑
i=0

waixiの符号ビットの値

)
− v0

)

=

({
−

n2∑
a=1

vaL1

(
wa0 −

n1∑
i=0

waixiの符号ビットの値

)
− v0

}
の符号ビットの値

)
⊕ 1 (3.2.7)
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と確かにビット（または２の補数）表現に基づいた形になっている。よって h∗ = −hとする。
前節のパーセプトロンと同様に、学習を行うための尺度（コスト関数）として、精度 Accuracy を

Accuracy ≡
Ndata∑
i=1

|(yi − f(Xi;V ,W ))⊕ 1| =
Ndata∑
i=1

|yi ⊕ f(Xi;V ,W )⊕ 1| (3.2.8)

定め、表現ビット数を bAccuracy ≡ dlog(Ndata + 1)eとおく。また閾値 0 ≤ Ath ≤ Ndata を定め、式 (3.1.8)を精度

が閾値を超えるかどうかの判定として用いる。そして Accuracy , Ath は量子回路内では、定数 2bAccuracy−1 を差し引い

たものとして表現する。

回路の構成方法もパーセプトロンの場合と同じ戦略をとることにする。すると回路内で行う内容としては

1. (w0 −w⊺xi) ,
(
vaθ̄(· · · )− v0

)
を逐次計算する。

2. (xi, yi), Ath, (w0 −w⊺xi) , (−v0 − v⊺h∗)の入力と初期化を繰り返す。

3. (w0 −w⊺xi)の計算結果の符号のみを作業用レジスタに保存し、(w0 −w⊺xi)が表現されたレジスタはユニタ

リ逆演算によって初期化する。作業用レジスタに保存された符号を (−v0 − v⊺h∗)の計算時に取り出す。

となる。パーセプトロンの場合と異なるのは、(w0 −w⊺xi)の計算結果として必要な符号のみを保存し、(w0 −w⊺xi)

と (−v0 − v⊺h∗)の計算に用いるレジスタを共有することで、必要な量子ビット数を減らす。以下必要なビット数を

まとめる。

• bx：xの各成分のビット数

• bh = 1：hまたは h∗ の各成分のビット数。つまり隠れ層の出力ビット数で今は１。

• bw0
：wa0 それぞれのビット数

• bw：wa それぞれの各成分のビット数

• bv0：v0 のビット数

• bv：v の各成分のビット数

• bAccuracy = dlog (Ndata + 1)e：Accuracy のビット数

• b(w0−w⊺x) ≡ bx + bw − 1 + dlog n1e：(w0 −w⊺x)のとりうる数に対応したビット数

• b(−v0−v⊺h∗) ≡ bh + bv − 1 + dlog n2e：(−v0 − v⊺h∗)のとりうる数に対応したビット数

• b(w0−w⊺x),(−v0−v⊺h∗) ≡ max
(
b(w0−w⊺x), b(−v0−v⊺h∗)

)
：(w0 −w⊺x) , (−v0 − v⊺h∗)のとりうる数に対応し

たビット数

• bancilla = max (bx + n1bh, bAccuracy + 1)：閾値 Ath の入力、学習用データ (xi, yi)の xの 1成分のみの入力

と隠れ層の出力 h∗ の保持、またはその他のための作業用レジスタのビット数

その上で図 3.5のようにレジスタを配置する。レジスタの名前を図 3.5における左から右への矢印に紐づけられたテ

キストと対応させ、レジスタ wa などと呼ぶことにする。学習のための回路の構成方法を Algorithm 5に記す。前

節と同じく S0 の構成は補題 2.4.4の結果を利用している。ここでも「符号ビットの値を加える」という表現を用い

た際に、1ビットの２の補数表現では 1 ≡ −1であるから実際には「符号ビットの値を引く」という操作をしている

点に注意する。

線形分離不可な学習用データセットとして、２次元ベクトルを特徴量としてもち排他的論理和 (XOR)と似た振る

舞いで２値分類されたもの（図 3.6a）を考える。入力層、隠れ層のニューロン数をそれぞれ n1 = 2, n2 = 2とする。

各ビット数を bx = 2, bh = 1, bw0
= 2, bw = 2, bv0 = 1, bv = 1, bAccuracy = 3, b(w0−w⊺x),(−v0−v⊺h∗) = 5, bancilla = 4

とし、全量子ビット数を 27とした。この時ありうる 215 = 32768通りのパラーメーターの組み合わせを調べ上げる

ことになる。すると振幅増幅なしの場合はそれぞれのパラメーター配置が確率 1/215 = 3.05× 10−5 の等しい確率で観

測が得られることになる。
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Algorithm 5 　量子振幅増幅を用いた隠れ層１つの FNNの学習プログラム

1: Initialize:

A |0〉を用意する。
2: for i = 0, . . . ,m do: ▷ Quantum Amplitude Amplification

3: Q ≡ −AS0A−1Sχ を系に作用させる。

4: end for

5: return 増幅（減衰）された Accuracy > Ath を満たす状態

6: procedure A ▷ 解を増幅させるべきアルゴリズム

7: アダマール変換をレジスタW ,W0,V , V0 に行い、ありうるウェイトの状態を一様に重ね合わせる。

8: レジスタ Accuracy の符号ビットを X ゲートにより反転。

9: for p = 1, . . . , Ndata do:

10: for a = 1, . . . , n2 do:

11: for i = 1, . . . , n1 do: ▷ calculate (wa0 −w⊺
a · x)

12: (xi)p をレジスタ Ancillaに入力。

13: − (wa)j × (xi)p をレジスタ (w0 −w⊺x)に入力。

14: step 12のユニタリ逆演算を行う。

15: end for

16: レジスタ (w0 −w⊺x)に wa0 を加える。

17: レジスタ (h∗)a にレジスタ (w0 −w⊺x)の符号ビットを加える。

18: step 11から step16までのユニタリ逆演算を行う。

19: for a = 1, . . . , n2 do: ▷ calculate (−v0 − v⊺h∗)

20: レジスタ (−v0 − v⊺h∗)から va (h∗)a を引く

21: end for

22: レジスタ (−v0 − v⊺h∗)から v0 を引く

23: if yi = 1 then

24: レジスタ (−v0 − v⊺h∗)の符号ビットを X ゲートにより反転。

25: end if

26: end for

27: レジスタ Accuracyにレジスタ (−v0 − v⊺h∗)の符号ビットの値を加える。

28: step 10から step 26までのユニタリ逆演算を行う。

29: end for

30: end procedure

31: procedure Sχ ▷ 解の判定

32: Ath をレジスタ Ancillaの第２ビットから入力

33: レジスタ Ancillaの第１ビットから以下 bAncilla 個の量子ビットにレジスタ Accuracy の値を差し引く。

34: CZ ゲートをレジスタ Ancillaの第１ビットに施す。

35: step 24から step 25までのユニタリ逆演算を行う。

36: end procedure

37: procedure S0

38: X ゲートをレジスタ wa, wa0,v, v0 の全ビットに施す。

39: レジスタ wa, wa0,v, v0 全体のビット数に合うようにして多重制御 Z ゲートを施す。

40: X ゲートをレジスタ wa, wa0,v, v0 の全ビットに施す。

41: end procedure
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x⇒ /
bx

(h∗)1 ⇒ /
bh

Ancilla ⇒ ...
...

(h∗)n1
⇒ /

bh

others ⇒ /
bAccuracy − (bx + n1bh)
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w11 ⇒ /

bw

w1 ⇒ ...
...

w1n1
⇒ /

bw

...
...

...

wn21 ⇒ /
bw

wn2
⇒ ...

...

wn2n1
⇒ /

bw
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w01 ⇒ /

bw0

...
...

w0n1
⇒ /

bw0

(w0 −w⊺x) , (−v0 − v⊺h∗) ⇒ /
b(w0−w⊺x),(−v0−v⊺h∗)

Accuracy ⇒ /
bAccuracy



図 3.5: 隠れ層一つの FNN学習のためのレジスタの配置

ここでは閾値 Ath = 3 として Accuracy = 4 なる状態を増幅する。Accuracy = 4 なる状態は今の場合 42 通り存

在し、増幅なしで 42/215 = 1.28 × 10−3(≡ sin2 θとおく) の確率で得られる。増幅回数 1 として振幅増幅を行うと、

Accuracy = 4なる状態が得られる確率は sin2(2·1 + 1)θ(≈ 9 sin2 θ) = 1.15× 10−2 となる。増幅された状態のうち

の３つを図 3.6b, 図 3.6c, 図 3.6dに示した。
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(a) 学習のためのデータセット

(b) 学習後の FNNの一つ

w1 =(−1,−1) ,w2 =(1, 1) , w0 =(−2,−1) ,

v=(−1,−1) , v0 =−1に対応する

(c) 学習後の FNNの一つ

w1 =(−2, 1) ,w2 =(1,−1) , w0 =(1, 1) ,

v=(−1,−1) , v0 =0に対応する

(d) 学習後の FNNの一つ

w1 =(1, 1) ,w2 =(−2,−2) , w0 =(−2,−2) ,

v=(−1,−1) , v0 =−1に対応する

図 3.6: FNNによる２値分類

大きな赤、青マーカーはクラス０、１を表す。小さな赤、青マーカーは学習後の FNNにより分類されたデータを表

す。緑の枠線は xのビット数 xによって表現可能な xの範囲を表す。量子振幅増幅によって正しくデータを分類で

きるモデルが学習されていることが確認できる。

3.3 問題点

ここではこの手法の問題点について主に３つ説明する。

今のモデルでは量子ビットの計算基底を用いて情報を入力している。この方法の利点は、必要な古典計算を量子計

算に置き換えることができさえすれば、基本的には古典計算に則った形式であるためモデルの直感的理解がしやすい

点、エンコードを保ったまま量子重ね合わせ状態を生成したり他の量子計算と組み合わせる上でも非常に扱いやすい

点、さらには一回の通常の観測自体によって情報を取り出すことのできる点などが挙げられる。

逆に欠点としては、他の情報のエンコード方法に比べ古典と同程度にビットが必要になってしまう点や、状態の準

備にビット数とデータ数に関して線形の時間を要してしまう点である。２つ目の欠点は、この手法では必要な量子

ビットを抑えるために不要な情報はユニタリ逆変換を行いレジスタの初期化を行っているが、NNを多層にするにつ
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れ、層数 Lに関して古典計算の場合よりも指数的な増大が起きてしまう点である。Lに関する計算量の指数的増大は

古典計算でも起こるが、今のモデルではさらに 2L の指数的増大が起きる。古典計算は非可逆であることが許され、

情報の破棄が簡単に行えるが、Grover探索は明らかに増幅する過程に可逆性が成り立つ必要があるからである。

最後の欠点は、古典的なパラメーター更新方法を考えればわかるが、必ずしもそのまま量子最小値探索をする必要

がない。パーセプトロンを例に挙げる。学習段階 t ステップ目における重みパラメータを w(t) とした時、j 番目の

データ (xj , yj)に対する学習規則は

wi(t+ 1) = wi(t) + r (yj − fj(t))xj,i (3.3.1)

fj(t)は tステップ目でのモデル式、r は学習率と呼ばれる正の定数である。パーセプトロンの学習の収束性について

は、R を入力ベクトルの最大のノルム、データ間のギャップであるマージン γ に対し学習可能なデータセットなら

ば、O (R2/γ2)のステップで学習可能であることが 1960年代から知られている [41]。そのため明らかに指数個のパラ

メーター空間から全探索する必要がない。それは誤差逆伝播法という学習規則を持つ FNN においても同じである。

しかしだからといって量子探索アルゴリズムが不要なのではなく、文献 [42]のように古典計算によるパーセプトロン

学習よりも早く収束するアルゴリズムが Grover探索を用いて提案されている。よって最適な古典アルゴリズム内に

量子探索を適用できるような部分を見出すことが重要なのである。これに関しては第 5章へと議論が続く。
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第 4章

量子勾配推定アルゴリズムによる最適化問題へ
の応用

4.1 整数係数・整数変数多項式に対する新しい量子勾配推定アルゴリズム

考案した勾配推定量子アルゴリズムについて紹介する前に、既存の勾配計算の手法について振り返る。基本的には

勾配の定義である式 (2.4.46)から、勾配を計算する座標とそこから微小変位をとった座標での関数値 f を参照しそれ

らの差分（式 (2.4.47)参照）を取ることで、近似的に勾配を得ている。この考え方は Jordanの手法で用いられてお

り、それをさらに一般化した手法として中心差分

f(x + δ)− f(x− δ) = 2∇f · δ +O(‖δ‖2) (4.1.1)

やより高次の差分を用いることで一般の次数の多項式関数や滑らかな関数に対して効率的に勾配を計算することがで

きる [17]。繰り返しになるがこれらは全て勾配以外の高次の項を微小量として近似していると言える。

そこで本研究では、関数がテイラー展開可能であると仮定して勾配以外の高次項を除く方法として、位相のもつ 2π

の整数倍に関する周期性に着目した。具体的には関数値 f を位相に入力し、差分を取るための変位 δ に関して以下の

ような重ね合わせ状態を作ることで、テイラー展開時の係数が整数であれば自然数mに対し

N
∑
δ

exp

(
2πi

f(x + 2mδ)

22m

)
|δ〉

= N
∑
δ

exp

(
2πi

(
f(x)

22m
+
∇f · δ

2m
+O(‖δ‖2)

))
|δ〉 (4.1.2)

において ‖δ‖2 の項が 2π の整数倍の位相として消失する。δ に依存しない上式の第一項については Jordanの手法と

同じく大域的位相として無視され、d個の逆量子フーリエ変換により勾配が得られる。この手法ではある座標におけ

る関数の形状を部分的に決定することで勾配を求めているので、関数形の決定問題と関連しているとも言える [43]。

以上の考察を主軸に考案した勾配推定量子アルゴリズムについて以下説明する。前提として数は２の補数表現によ

り表現されているとする。仮定として d 変数のブラックボックスな整数変数・整数係数多項式関数 f が与えられて

いてかつ、各変数が mビットで表現された整数値を取る関数 f : Zd2m → Zを考える。所望の勾配を計算する座標を
x = (x1, . . . , xd) ∈ Zd2m、記号の簡略化のため n =

⌈
m
2

⌉
とする。

初期状態として (
|0〉⊗m−n |x1 mod 2n〉

)
⊗ . . .⊗

(
|0〉⊗m−n |xd mod 2n〉

)
(4.1.3)

を用意する。xi mod 2n はmビット表現における整数 xi のビット列の 20 の桁から 2n−1 の桁までのビット列のみを
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取り出すことに対応する。次に部分的にアダマール変換
d⊗
j=1

(H⊗m−n ⊗ I⊗n)を行い、規格化因子 N を無視して状態

(∑
δ1

|δ1〉 |x1 mod 2n〉
)
⊗ . . .⊗

(∑
δd

|δd〉 |xd mod 2n〉
)

≡
(∑

δ1

|x1+2nδ1 mod 2m〉
)
⊗ . . .⊗

(∑
δd

|xd+2nδd mod 2m〉
)

≡
∑
δ

|x+2nδ mod 2m〉 (4.1.4)

を作る。各途中式で δi ∈ {−2m−n−1, . . . , 2m−n−1 − 1}とした。関数 f に対応するオラクルとして

O2πSf |x〉 = exp(2πiSf(x)) |x〉 (4.1.5)

を選択する。（オラクルの構成方法については付録 B.2.4を参照されたい。）スケール因子 S = 1
2m としたものをアダ

マール変換に続いて作用させた状態は、整数変数・整数係数多項式であるという仮定から大域的位相因子を除き、状態

N
∑
δ

exp

(
2πi

1

2m−n δ · ∇f
)
|x + 2nδ mod 2m〉

≡ N
(∑

δ1

exp

(
2πi

1

2m−n δ1(∇f)1

)
|δ1〉
)
|x1 mod 2n〉 ⊗ . . .

⊗
(∑

δd

exp

(
2πi

1

2m−n δd(∇f)d

)
|δd〉
)
|xd mod 2n〉 (4.1.6)

と一致する。なぜなら、f が整数係数多項式で整数変数を持つので Taylor展開時の多項式の係数は整数であり、また

x′
0 − x0 ≡ 0 mod 2n とすると、

f(x′
0 + 2nδ) = f(x0 + (x′

0 − x0) + 2nδ)

=f(x0) + (x′
0 − x0 + 2nδ) · ∇f |x=x0

+ 22np(δ,x′
0 − x0)

= (independent of δ) + 2nδ · ∇f |x=x0
+ 22np(δ,x′

0 − x0)

ここで p(δ,x′
0 − x0)は δ,x′

0 − x0 に関して二次以上で整数値をとる多項式とする。よって

∴ f(x′
0 + 2nδ) ≡ (independent of δ) + 2nδ · ∇f |x=x0

(mod 2m)

であり、第一項は大域的位相として無視されるからである。

式 (4.1.6)の δ · ∇f を含む位相部分の値は、十分なビット数（m− nビット以上）で２の補数表現された δ,∇f の
ビット列から定まる２進数表現における値を代入しても不変である。よって δ · ∇f を２進数のビット列として扱うこ

とで部分的に d個のサイズ 2m−n の逆量子フーリエ変換
d⊗
j=1

(IQFT2m−n ⊗ I⊗n)を適用することが可能で状態

(
|(∇f)1〉 |x1 mod 2n〉

)
⊗ . . .⊗

(
|(∇f)d〉 |xd mod 2n〉

)
(4.1.7)

が得られる。最後に勾配のビット列に対応した量子ビットまたは量子レジスタを測定し、勾配∇f の各成分 (∇f)i が

m− n =
⌊
m
2

⌋
ビットで表現可能な数であれば、

⌊
m
2

⌋
ビット表現で (∇f)i が正しく得ることができる。表現可能でな

ければ、十分なビット数における勾配の２の補数表現の 20 の桁から 2b
m
2 c−1 の桁までのビット列が得られる。また

明らかにクエリ計算量は O(1)であることが確認できる。観測を除いたこの手続きに対応する量子回路を図 4.1に示

した。

上述した勾配推定量子アルゴリズムの特徴について説明する。まず既存の手法との最も大きな差異は、関数の勾配

以外の不必要な高次の項を位相の 2π の整数倍の等価性を利用して打ち消している点である。そしてこの手法に付随



38 第 4章 量子勾配推定アルゴリズムによる最適化問題への応用

|0〉⊗m−n / H⊗m−n /

O2π f
2m

/ IQFT / |(∇f)1〉

|x1 mod 2n〉 / / |x1 mod 2n〉
...

...
...

...

|0〉⊗m−n / H⊗m−n / / IQFT / |(∇f)d〉

|xd mod 2n〉 / / |xd mod 2n〉

図 4.1: 勾配推定のための量子回路

し主に２つの利点と２つの欠点が存在する。一つ目の利点は、クエリ計算量が単に多項式関数の次元に依存しないだ

けでなく、多項式関数の次数にも依存しないという点であり、この手法特有の利点である。二つ目の利点としては、

測定したときの分布が決定論的に一意に定まるという点である。このような一意な分布が得られる量子アルゴリズム

は Deutsch-Jozsa[44] や Bernstein-Vazirani[45] の量子アルゴリズムといったものが有名だが、対照的に Grover の

量子探索アルゴリズムといった観測分布が確率的であるものや、Grover探索を応用し各ステップにおける測定結果に

基づき動作する GASアルゴリズム（Algorithm 3参照）は、NISQデバイスでは限定的にしか実行できない [46]。

決定論的な出力分布を持つアルゴリズムは NISQ時代においても部分的に検証可能性を与える。次節では実際に実機

を用いて当該量子アルゴリズムを検証した結果を述べる。

一方一つ目の欠点は、強い仮定が要求される点である。関数が整数変数・整数係数多項式であるという要請は適用

可能な対象を大きく狭めている。そして関数のブラックボックス性という仮定も実際に適用可能な問題を限定する。

関数がブラックボックスであるという点は、関数の陽な表現や内部構造を知る必要がないという他のアルゴリズムを

組み合わせる場合に便利でありつつも、今回特に適用可能な関数は多項式であるということから関数の陽な表現を

知っていれば関数をあらかじめ解析的に微分したものを用いて勾配を計算すればよく、提案したアルゴリズムの有

効性が明確ではなくなる。これに関してはのちの応用に関する第 4.3節で議論を行う。二つ目の欠点としては、勾配

∇f のビット表現が各成分ごとに、変数の表現ビット数の約半分でしか得られず、勾配の各成分の絶対値 |(∇f)i|が
十分小さい時のみでしか、正しい結果を得られず符号でさえも適切か不明であるという点である。そして適用可能な

関数の勾配の絶対値は大半の座標においてその条件を満たしていないと予想される。

4.2 シミュレーションと実験結果

考案したアルゴリズムを検証するため、以下の３つの関数 f1, f2, f3、ビット数を決めるm、変数の数 dと勾配を

計算する座標 x0 を選択した。

f1(x) = −3x, x0 = 1, m = 4, d = 1

→ ∇f |x=x0 = −3 mod 16 (4.2.1)

f2(x) = −4x2, x0 = 1, m = 4, d = 1

→ ∇f |x=x0
= −8 mod 16 (4.2.2)

f3(x, y) = 4xy, x0 = (0, 1), m = 3, d = 2

→ ∇f |x=x0 = (4, 0) ≡ (−4 mod 8, 0 mod 8) (4.2.3)

簡単のために１次関数と２次関数、２変数関数を選んでいる。前述した通り、勾配が表現ビット数に収まらなかった

場合は、正しい結果が得られないことに注意する。３つの関数 f1, f2, f3 に対応した結果を以下実験１、２、３と呼

称する。
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シミュレーションにより検証するため Qiskit[47]と呼ばれるソフトウェア開発キットを用い、ノイズなしの場合の

シミュレーションと実機におけるノイズモデルを利用したシミュレーションを行った。ノイズモデルは実デバイスで

報告されたキャリブレーション情報をもとに生成されており以下のノイズを仮定している。

• 各量子ビットの各基底ゲートのゲートエラー率

• 各量子ビットの各基底ゲートのゲート長

• 各量子ビットの T1, T2 緩和時間定数

• 各量子ビットにおける読み出しエラー率

各実験において神奈川県川崎市に建造された ibm kawasaki と呼ばれる実機 [6] を用いた。実行時のトランスパイ

ル*1された量子回路に関する特徴は表 4.1にまとめた。各実験時における試行（Shots）回数は 8192回とした。また

一般に逆量子フーリエ変換の 2量子ビットゲートによる構成では、SWAPゲートによる入力となる状態基底のビット

列の反転が含まれている。NISQ時代ではノイズ源となるのでそれを避けるため、ビット列の反転を行わないよう変

更し観測した勾配情報に対応したビット列が反転しているものとする。

特徴 Depth Size # of CX

実験１ 39 75 17

実験２ 48 165 36

実験３ 45 232 73

表 4.1: トランスパイル後の量子回路

得られた実験結果に対し閾値 100 shotsを設け、観測されたビット列を図 4.2に示した。閾値に満たなかった状態

は all the rest として表現している。ビット数の多い実験３を除いて、得られた結果に対し測定エラー逓減 [48] を

行った。実験１、２においてはシミュレーションとほぼ近い結果が得られており 70%以上の確率で正しい結果を得

ることができた。実験３においてはアルゴリズムの成功率が 30%程度に留まっているが、NISQ時代としては比較的

数の多い 12量子ビットを用いても一定の結果が得られている。

そして図 4.3においてノイズなしの理想的に観測されるビット列と観測結果とのハミング距離の分布を表現した。

今の場合ハミング距離がノイズによるビット反転の数を指していて、それが二項分布に従うとすればハミング距離に

関し近似的に指数的な減衰が起きていると解釈できる。各結果のハミング距離の平均値は表 4.2 にまとめた。量子

ビットが比較的多い実験３においては比較的ビット反転が起きやすいことが見て取れる。

Noisy simulation Raw result Mitigated Result

実験１ 0.240 0.450 0.373

実験２ 0.533 0.586 0.499

実験３ 0.802 1.437 —-

表 4.2: 平均ハミング距離

*1 量子回路を実行するには使用する量子コンピューターに適応させる必要があり、そのための操作を広くトランスパイル (transpile)という。
具体的には、設計段階では量子回路において個々の量子ビット同士が接続（つまり２量子ビットゲートをどの２量子ビットの組み合わせに
対しても作用できる）していると仮定しているが、現実には量子ビットの一部でしか接続されていない。そのため回路自体は変えずにその
構成方法を変更する必要があり、付加的な SWAP ゲートが必要になりノイズの原因にもなっている。また実機上では用いることのゲート
があらかじめ定まっておりそれに合わせて記述する必要などがある。
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図 4.2: 観測されたビット列の分布
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図 4.3: 理想的な出力ビット列とのハミング距離の分布
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4.3 勾配推定量子アルゴリズムの応用

ここでは考案したアルゴリズムを含め勾配推定量子アルゴリズムの問題点と応用先について議論する。

考案したアルゴリズムにおける整数変数の仮定はそれほど強い仮定ではない。その制限自体は単に勾配を計算する

座標が整数という制限が与えるだけである。また勾配がビット表現に収まる程度に十分小さくなければならないとい

う条件も、あらかじめ他の計算機などによりある程度関数の最適化を行い勾配が十分小さいという仮定をすれば良い

ので、それも致命的な問題とはならない。

次に多項式関数であることとブラックボックス性の仮定に関して議論するため、勾配のいくつかの計算方法につい

て説明する。そもそも関数の勾配を計算する方法として主に 3つの方法に分類することができる。

1. 数値微分・有限差分 (Numerical Differentiation・Finite Difference)

微小区間 hで f(x+h)−f(x)
h を計算する

2. 記号的微分 (Symbolic Differentiation)

手計算もしくは、数式・記号処理により解析的に計算

3. 自動微分 (Automatic/algorithmic/computational Differentiation)

主にプログラムで定義された複雑な関数をいくつかのブロックに分解し連鎖律を利用して導関数を求める

2番目と 3番目の手法については関数の表現が既知であることが前提となっている。そのような場合数値微分と同等

もしくはより効率的に計算することができ、関数 f と同程度の計算量で勾配を計算することができる [49]。勾配推定

量子アルゴリズムを使うにあたって重要なのは関数の表現は未知であり、関数の入力に対して出力のみしか知ること

ができないブラックボックスモデルを想定している点である。ブラックボックスモデルを考える利点としては関数の

具体的な構造に左右されないという点がある。量子アルゴリズムの黎明期においては、個々の部分的なモジュールに

依存せず複雑なアルゴリズムの計算量のみに調べるという目的において、クエリ計算量という計算量が定義された一

つの動機であった。量子計算よりも先に発展していた計算機科学分野においては複雑なプログラムの内部構造にアク

セスできないということが往々にして起こるのでブラックボックスの仮定がしばしば用いられる。

そうしたブラックボックス性が仮定できる最適化問題として、文献 [50] によると以下の４つの状況が考えられて

いる。

1. 目的関数が、自動微分を適用できないようなコンピューターシミュレーションを通じて得られたものである

2. 何らかの実験・測定結果に基づいた目的関数であり、目的関数の数学的な表現が存在しない

3. 目的関数が何らかのノイズの影響を受けており、勾配に関する情報に対し信頼性が得られない

4. 仮に勾配情報が利用可能であったとしても、使い手がブラックボックス性を仮定する

４つ目の状況に対しては、効率的な最適化を目指す観点からして好ましくない用い方とされている。こうしたブラッ

クボックス性を仮定できる実問題として同文献において３つの例が与えられている。

1. モンテカルロシミュレーションに基づいた結果を目的関数または制約条件が含み、試行ごとに異なる結果を与

えうる場合

2. コンピューターシミュレーションのバグにより、目的関数が意味のある値を返さない可能性がある場合

3. 目的関数の出力が固定小数点数による丸め込み誤差の影響を受け、数値微分が意味をなさない場合

こうした４つの状況と３つの具体例を見ると、主にブラックボックス性が仮定できるのは、確率的不確かさやノイズ、

その他未知の外的因子による影響を最適化問題が被る場合であると言える。

以上からブラックボックス性が仮定できそうな状況の例として広く “実験”が当てはまる可能性がある。より具体
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的には、膨大な量の実験データに対し著名な HHLアルゴリズム [51]等によるデータ解析を行う場合が該当する可能

性がある。ただしフィッティングに関しては必ずしも勾配推定が必須ではない思われる。例えば最小二乗法による複

雑でない関数形によるフィッティングについては、モデル式が与えられていて数値微分ではなくあらかじめ記号微分

できるものが大半であるし、別途他の量子アルゴリズム [52]を用いるのが適切である。実験データにはノイズや確率

的因子を含まれるが、解析という行為自体が「複雑なデータから有意な規則性を見出す」活動であり、つまりあらかじ

め与えた幾つかの規則性の候補のいづれかに当てはめるということである。よって通常のフィッティングのような、

与える規則性の候補自体が数式として書き下すことができてその構造が容易に解析できる場合、ブラックボックス性

は成り立たない。逆に関数形が定かでない “フィッティング”に類するものとしては機械学習における学習が相当す

る。実際機械学習の分野では、学習におけるモデルの選択、ハイパーパラメータの調節においてはブラックボックス

性が成立するため、“ブラックスボックス最適化”として研究が行われている。（広範な理解については文献 [53]参照）

量子勾配推定を行って古典計算よりも優位性を得るには、ブラックボックス性だけでなく、さらに目的関数自体が

数値微分が行えるような構造を持つ必要がある。ここまで提示した具体例では大抵ブラックボックス性と数値微分は

相反するものとなっている。

しかし最適化問題で与えた目的関数を書き下すことができたとしても、その構造が容易には解析できず、同時に数

値微分が可能なものは存在する。それが量子計算に現れるような量子操作や量子状態を含む目的関数である。勾配推

定量子アルゴリズムに関する文献 [17]によると、主に量子シミュレーションやブラックボックスなユニタリーとして

の量子オプティマイザーにより得られた目的関数に対し適用することが想定されており、３つの具体的な量子計算を

含んだ問題への応用が提案されている。

1. 変分量子固有値ソルバー (Variational Quantum Eigensolver, VQE)[54]

2. 量子近似最適化アルゴリズム (Quantum Approximate Optimization Algorithm, QAOA)[55]

3. 量子自己符号化器 (Quantum Auto-Encoders, QAE)[56]

考案したアルゴリズムを適用するには、目的関数が量子計算に由来するものであった上でさらに整数係数多項式関

数でなければならない。よって整数係数多項式関数によって、どの程度関数が近似できるかという問いも実用可能性

を知るに当たって重要である。それに関して文献 [57]によって、次のような問題の定式化がなされ、それに続く２つ

の定理が示されている。

定義 4.3.1 (整数係数多項式関数による関数の近似問題). 実数値関数 f が与えられていたとする。

任意の正の ϵに対し、区間 I 上における一様ノルム ‖f − q‖ < ϵを満たす有理整数*2を係数とした多項式関数

q が存在すれば、整数係数多項式関数により f は近似可能である。

定理 4.3.1 (区間の長さと近似の自明性). 区間 I の長さが４以上であれば、区間 I 上での整数係数多項式関数に

よる関数 f の近似は自明である、すなわち f 自身が整数係数多項式関数である。

有理整数係数のモニック多項式*3の複素根を代数的整数と呼び、与えられた代数的整数 αに対し αの最小多項式*4の

根を αの共役と呼ぶ。

*2 広く一般に想像される整数であり、のちに現れる代数的整数と区別するために用いる。
*3 最高次係数が１である１変数多項式
*4 有理整数係数のモニック多項式で αを根としてもつ一意な最小の次数のもの
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定理 4.3.2 (区間の長さと外挿による近似). 厳密に４未満の長さを持つ区間 I 上の連続関数 f を考える。

関数 f が整数係数多項式によって近似可能であることは、代数的核 J(I)*5上で外挿された多項式関数の係数

が全て整数であることと同値である。

考案した量子アルゴリズムは長さ４以上のような広い区間の上で多項式関数であることを必要としており、定理 4.3.1

から近似の自明性が成り立つ。よって任意の精度の近似はほぼ不可能であることがわかる。ある有限の誤差を許した

近似の可能性については不明であるが、定理 4.3.1で言う自明な近似しか行えないと予想される。

以上の考察から、考案した多項式関数に対する勾配推定量子アルゴリズムは、実問題において古典計算よりも有利

となる状況が非常に考えにくい。なぜなら３つの量子計算を含んだ最適化問題における目的関数として整数係数の多

項式関数が現れるとは考えにくいからである。そのため考案したアルゴリズムを実用の意味で発展させていくという

よりは、本質的に重要な点である位相の対称性を利用するといった、提案したエンコーディング方法を進展させる方

向性が主要になると思われる。近年注目されているエンコーディング方法としてはブロックエンコーディング [58]と

呼ばれる手法が存在し、そうした状態の量子状態への入力や量子状態の変換を関数とどう結びつけるかが今後重要な

研究対象になると思われる。

*5 代数的核 J(I) を I に含まれる共役な代数的整数の全ての完全集合の和集合とする。例えば J ([−1, 1]) = {−1, 0, 1} , J
([
−
√
2,

√
2
])

=

{0,±1,±2}である。
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第 5章

局所最適化が可能な最適化問題への量子計算の
応用

第 3章で述べたように、古典的機械学習において誤差逆伝播といった効率的な学習則が存在するため、そもそも可

能なパラメータの組み合わせについて全探索する必要がない。そのため量子探索は、こうした問題の構造を利用した

古典計算と同程度に効率的なアルゴリズムを使用した上でサンプリング部分に適用すべきである。実際そのように探

索を含む多くの問題において量子探索が使用されている。だが同時に、そうした構造を持った問題に対し一般に成り

立つ性質をあらかじめ知っておくことは、個別の問題に対する見通しをよくする上で重要である。また、現実的には

観測結果に応じ、発見法的に最適化手法自体を更新することが考えられる。以下では具体的にどのような発見法的な

改善をするかは述べないが、その点を考慮してアルゴリズムを構築する。さらに、実用上量子勾配推定は単独で用い

ることは少ないと考えられる。例えば、最適化の途中で停留点に到達し更新が停止した際に、古典計算では変数を再

度初期化することを行う。これはmulti-start法（Algorithm 9参照）といい、それに関し量子探索を適用した場合

について議論する。

これらの議論と問題点から、何らかの局所的な構造を持った問題に対しサンプリングによる量子加速はどの程度得

られるかということを、一般的に取り扱う枠組みが必要である。しかしこの問いかけに対し定量的かつ一般論として

議論された例は少ない。本章では、量子的 multi-start 法として定式化を行いそれに伴う議論や問題点を浮き彫りに

する。

具体的には第 2.4.1節の量子振幅増幅による確率的アルゴリズムの、一部の発見的手法に関する議論を拡張し、第

2.4.2節の最小値探索手法を基礎とした、一般の局所最適化を含んだ関数最小化アルゴリズム (Algorithm 7)を構成

する。

それにあたって第 5.1節では、その限定的なものまたは前段階として決定論的な局所探索の導入と局所解に停留し

た場合更新を停止させる場合のみ考え、具体例を提示し、議論を行う。その上で第 5.2節ではより一般的な確率的局

所最適化を含む最適化問題について議論する。その枠組みにおいて量子勾配推定を用いた時のさらなる量子加速につ

いて考察する。以下 f : S → Rを最小化の対象となる実数値関数とする。

5.1 量子振幅増幅と決定論的局所探索手法を用いた最適化

先行研究として古典的multistart method（Algorithm 9参照）が適用可能な問題に対し、文献 [22, 23]で量子最

小値探索を適用することが考えられており、以下のAlgorithm 6が考案されている。ここではそこでの議論を踏襲

しつつもさらに議論を前進させる。

本章で述べたとおり以下決定論的な局所探索の場合で議論する。探索に確率的な振る舞いは存在せず、決定論的な

更新をなすとする。また探索の “履歴”もしくは経路に依存せず探索を行うとする。さらに局所的最小値に陥った場
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合更新は行われないとする。そうした探索として代表的なものが、山登り法である。

以上の前提の上で局所探索を関数 b : S → S として定式化する。局所探索を連続して L回行う操作を b◦b◦· · ·◦b =

bL と表記する。局所探索 bに対し i ∈ {0, 1, 2, . . .}番目に小さい局所的最小値 fi を持った “凹地”を

Si =
{
x ∈ S | ∀L ∈ Z≥0, f

(
bL(x)

)
≥ fi

}
∩
{
x ∈ S | ∃L ∈ Z≥0 such that f

(
bL(x)

)
= fi

}
(5.1.1)

として定義する。（図 5.1参照）

x

y

fi

b b

Si

O

y = f(x)

図 5.1: 局所探索 b に対する凹地 Si の直感的イ

メージ

これは Si 内の全ての x は局所探索 b により、局所的最小値

fi へと陥ることを意味している。（この定義において局所的最小

値 fi が複数存在していたとしても、Si を１つの凹地と呼んでい

る。）同時に ∀x ∈ Si, f
(
bL(x)

)
= fi なる最小の L を Li とす

る。つまり Li は、i番目の凹地 Si にサンプリングされた点から

探索を始め、局所的最小値 fi をとるために必要な局所探索の最

小の反復回数である。この時凹地のうち大域的最小値を含むも

のは S0 であって

f0 = fmin = min {f(x) | x ∈ S} (5.1.2)

となっている。全ての領域内の点 x ∈ S から局所的最小値に陥
るまでに必要な局所探索の回数を

Lmax = max {L0, L1, L2, . . .} (5.1.3)

とする。これにより反復回数 Lの局所探索を行った後の関数値の変化を直感的に図 5.2に示す。これは十分な回数の

局所的更新を繰り返すことで、Si 内の全ての解の候補が関数値 fi をとる局所解へ更新されることを意味する。

x

y

O

y = f(x)

x

y

O

y = f
(
bL(x)

)

x

y

O

y = f
(
bLmax(x)

)

図 5.2: 局所探索 bの反復により更新された解に対する f の直感的イメージ

そして以下のように各集合を定義する。

Smin = {x ∈ S | f(x) = fmin} (5.1.4)

(bL)−1(fmin) =
{
x ∈ S | f

(
bL(x)

)
= fmin

}
(5.1.5)
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これらは順番に大域的最小値に対応する S の要素の集合、L 回の更新で大域的最小値を与えるような S の要素

の集合である。そしてクエリにより計算量を評価するため、一回の局所探索のための古典・量子クエリ計算量

Cc(b, f), Cq(b, f)とする。

以上の設定で multi-start法によるクエリ量の評価を行う。古典的にはランダムなサンプリング x ∈ S に対し反復
回数 Lの局所探索 bL を行い、関数値 f

(
bL(x)

)
を得て、各サンプリングで得られた最小の値を最小値とする。そのた

め古典的なmulti-start法では、一回のサンプリングで更新後の解の候補に対する１回分のクエリも含め 1+LCc(b, f)

のクエリを要し、最小値の獲得には局所探索後の最小点の数
∣∣(bL)−1(fmin)

∣∣に反比例したクエリが必要となる。
一方 Grover（量子振幅）増幅により改良された multi-start 法として、ランダムなサンプリング x ∈ S に対し反
復回数 L の局所最適化 bL を行い、関数値 f

(
bL(x)

)
に関する最小値探索アルゴリズムを用いることを考える。こ

の場合も探索後の解の数は
∣∣(bL)−1(fmin)

∣∣ に反比例するが、全体として２次の加速が起きるのでクエリ計算量は√
|S|

|(bL)−1(fmin)| に比例する。（手続きは Algorithm 6参照*1)。しかし局所探索に関しては、増幅過程のユニタリ逆

変換を考慮して反復回数と探索コストに線形なオーダーである最大 1 + 2LCq(b, f)*2のクエリが必要になる。

Algorithm 6 Quantum Basin Hopper, QBH(λ,M,L)

x ∈ S をランダムに選択する
xを局所的最適解 xcand へ更新する

ycand ← f(x)

while ycand ≥ Y do

x← xcand, y ← ycand, m = 1

while ycand < Y or m > M do

{0, . . . , dm− 1e}から一様ランダムに整数 r を選択する

GBS(Y, r, L)の出力を測定し、xcand, ycand とする。

m← λmとする。

end while

end while

procedure Grover Basin Search, GBS(Y, r, L)

一様な重ね合わせ状態を生成する部分的なアダマール変換、目的関数 f のクエリ、局所探索また局所最

適化による解候補の更新、閾値条件 χ (x;Y )*3に関する状態の位相反転それぞれに対応するユニタリ演算を

UH , Uf , Ub, Uχ(x;Y ) とする。

回転数 r としてユニタリ演算 Uχ(x;Y ) ◦ Uf ◦ ULb ◦ UH の Grover増幅を行う。

end procedure

以上の考察の元に量子・古典における multi-start 法を用いた局所探索によって最小値が得られるまでのクエリ計

算量を表 5.1にまとめた。また最小値のサンプル点が得られる平均的サンプリング確率のオーダー評価を示した。最

小値を含む凹地 S0 にサンプリングされる確率は Θ
(√

|(bL)−1(fmin)|
|S|

)
であることがわかる。つまり、局所探索によっ

て最小値を含む凹地 S0 へのサンプリング確率を増大させる効果があると言える。

ここでは古典的な探索のクエリコスト Cc(b, f)と量子的な探索のクエリコスト Cq(b, f)として分類したが、一般的

な探索としては Cc(b, f) > Cq(b, f)を実現するのは難しいと思われる。もし局所探索において Cc(b, f)回のクエリ

によって解の数が既知な状態で探索するのであれば、量子振幅増幅によって Θ
(√

Cc(b, f)
)
回のクエリかつ 100%

の確率で発見することが可能であるが、必ずしも局所探索において解の数が一定数とは限らないので、そうした解を

*1 凹地を飛び越える効果は量子最小値探索が担っているため、basin hopperと命名されている）
*2 オーダー評価として本質的には瑣末なものであるが、説明上逆演算の存在を 2倍の因子により明示している。
*3 χ (x;Y ) = 1 (if x < Y ), 0 (otherwise)
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L
古典的 multi-start法

Grover（量子振幅）増幅による

multi-start法

最小化に必要なクエリ
サンプリング

確率
最小化に必要なクエリ

サンプリング

確率

0 O
(

|S|
|Smin|

)
|Smin|
|S| O

(√
|S|

|Smin|

)
Θ
(√

|Smin|
|S|

)
L(<L0) O

(
(1 + LCc)

|S|
|(bL)−1(fmin)|

) |(bL)−1(fmin)|
|S| O

(
(1 + 2LCq)

√
|S|

|(bL)−1(fmin)|

)
Θ
(√

|(bL)−1(fmin)|
|S|

)
L(≥L0) O

(
(1 + LCc)

|S|
|S0|

)
|S0|
|S| O

(
(1 + 2LCq)

√
|S|
|S0|

)
Θ
(√

|S0|
|S|

)
表 5.1: multi-start法により最小値を得るまでの局所探索回数に対する依存性

サンプリング確率とは大域的最小値がサンプリングされる確率を指す。ただし量子振幅増幅における場合は、閾値の

更新とともにサンプリング確率は増大していきクエリ数にも依存するため、表の値はその平均的な値でかつオーダー

での評価となっている。

判定するオラクルを構成することは難しい。さらに仮に可能だとしても、局所探索の一回の更新において二次の加速

しか生じず、加速が困難と考えられている反復回数 Lに関する線形な依存性が問題になる。

また実際問題として重要なのは、局所探索の回数は何回が適切なのかという問題である。なぜなら古典的 multi-

start 法においては局所探索ごとにその更新結果を観測しているため、解が更新されなければ新たにサンプリング点

を取ればいいが、Algorithm 6ではあらかじめ定めた反復回数 Lの局所探索を行う必要があり、一回の反復ごとに

更新されているかの確認を観測によって確かめることができない。そのため、量子振幅増幅を用いた multi-start 法

において、あらかじめ定めた Lに対し

(1 + 2LCq(b, f))

√
|S|

|(bL)−1(fmin)|
= O

(√
|S|
|Smin|

)
(5.1.6)

であることが、実際に効率的に反復回数 Lの量子的探索を行う条件となる。その条件に関し問題点が１つ存在する。

それは一般に反復による最適化手法においては、そうした必要十分な反復回数を得るには問題の解を得るのと同程

度に困難である場合が多い。少なくとも

|S|
|S0|

≤ |S|
|(bL)−1(fmin)|

≤ |S|
|Smin|

(5.1.7)

は成立するが、比
|Smin|

|(bL)−1(fmin)|
(5.1.8)

の見積もりが難しく、仮にできたとしても、|S0| =
∣∣(bL)−1(fmin)

∣∣なる L0 を事前に知ることは何らかの仮定なしに

は不可能であるからである。

この問題点に起因して探索回数が不十分である可能性がある。そうした場合には、観測ごとに得られた解の候補に

対して、古典的に局所探索を局所解に陥るまで反復することで対応できる。

一方、L 回の局所最適化の更新の途中で更新が止まった場合には、残りのクエリ分は無駄になってしまう。更新

が停止した場合の回避策としては、新たなサンプリング点を取り局所最適化の更新を行うことを L 回のクエリに到

達するまで繰り返すことである。そして L 回の更新終了時に最も最小であったものを最小解の候補とするものであ

る。しかしそれは、量子的な multi-start 法の一部に古典的な multi-start 法を用いるということになり、古典的な

multi-start 法のサンプリングが増えるほど、量子の優位性は落ちていく。そのため必要十分な更新回数 Lの見積も

りがやはり重要である。
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x1

x2

O

図 5.3: 局所探索の具体例 (d = 2)

黒、緑、青、赤の順に局所的探索の回数 Lを増

やすことで探索される空間が増大する。

そうして反復回数を適切に設定することは困難であったが、
|Smin|

|(bL)−1(fmin)| のスケーリングについて知るために、今の前提

における具体例として d 次元の格子状のグリッド上で山登

り法を考え、隣接する 2d 個の関数値を比較し更新し、更新

されなければそのまま停止するような探索を採用し (つまり

Cq(b, f) = Cc(b, f) = 2d)、スケーリングを見積もる。（d = 2

の場合は図 5.3 参照）そうした場合の
∣∣(bL)−1(fmin)

∣∣ の変化を
考えると、

∣∣(bL)−1(fmin)
∣∣ = |S0| となる L = L0 までの変化を

予測することができる。L = 1, 2, 3については∣∣b−1(fmin)
∣∣

|Smin|
≤ 1 + 2d (5.1.9)∣∣(b2)−1(fmin)
∣∣

|Smin|
≤ 1 + 2

(
d

1

)
+ 2

(
d

1

)
+ 4

(
d

2

)
(5.1.10)

= 2d(d+ 1) + 1∣∣(b3)−1(fmin)
∣∣

|Smin|
≤ 4

3
d3 + 2d2 +

8

3
d+ 1 (5.1.11)

となる。すると L = 1, 2の場合は、少なくとも式 (5.1.6)は成り

立たない。実際 1を越えるべきクエリ数の比が√
|S|

|Smin|

(1 + 2LCq(b, f))
√

|S|
|(bL)−1(fmin)|

≤


√
1+2d
4d+1 (L = 1)
√

1+2d(d+1)

8d+1 (L = 2)

≤ 1 (5.1.12)

と 1を超えない。より一般の L0 未満の Lについて∣∣(bL)−1(fmin)
∣∣

|Smin|
≤ 1 +

L∑
l=1

min(d,l)∑
k=1

(
d

d− k

)(
l − 1

k − 1

)
2k = 1 + 2d

L∑
l=1

2F1 (1− d, 1− l; 2; 2) (5.1.13)

である。ここで 2F1 (a, b; c; z)は超幾何関数

2F1 (a, b; c; z) =

∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
(5.1.14)

、(x)n はポッホハマー記号

(x)n =

{
1 (n = 0)

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) (n > 0)
(5.1.15)

である。これは、d次元空間における錐体の体積と xi の符号の取り方を考えることで抑えることができて

(2L)d

d!
≤ 1 + 2d

L∑
l=1

2F1 (1− d, 1− l; 2; 2) ≤
(
2(L+ d

2 )
)d

d!
(5.1.16)

が成り立つ。

同時に 2F1 (1− x, 1− x; 2; 2) は x ∈ {1, 2, . . . , 100} において近似的に 0.0091 × 5.6x とかけ、式 (5.1.13) は

d < 100において上から {
O
(
dL · 5.6d

)
(L < d)

O
(
d(L− d+ 1) · 5.6L

)
(L ≥ d)
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によって抑えることができる。

以上の計算によって簡単な例であればいくつかの仮定のもと、特定の局所探索における適切な更新回数 Lの設定を

行うことができる*4。

また具体的な量子的 multi-start 法では少なくとも L > 2 が必須であったが、古典的には L > 1 であることが必

須とされる。これをより一般化してもし古典的 multi-start 法で反復回数 L の局所探索を行うことで pure random

searchよりも効率よく探索できる、つまり

(1 + LC) |S|
|(bL)−1(fmin)|
|S|

|Smin|

= O(1) (5.1.17)

だとしても、同じ回数だけ古典的局所探索 (Cq = Cc)による更新を行った量子的 multi-start法では、

(1 + 2LC)
√

|S|
|(bL)−1(fmin)|√
|S|

|Smin|

= O

(
1 + 2LC√

1 + LC

)
(5.1.18)

であって、量子的に全探索を行った場合よりも効率が良いかはわからない。これは振幅増幅と局所探索法によりそれ

ぞれ異なる加速を与え問題を複雑化しているからである。このように古典・量子的な multi-start 法では局所探索に

よる加速と最小値探索による量子加速の影響によって、やはり局所探索 bや更新回数 Lの設定は非自明である。

5.2 量子的 multi-start法

前節の議論を、一般の局所最適化を用いた、量子振幅増幅による関数の最小化のための確率的アルゴリズムへと拡

張する。まず確率的挙動を与えるために、疑似乱数の表に相当する集合 R の要素 r ∈ R を疑似乱数のシード値とす
る。次に最適化において過去の情報を利用し行う可能性も含めて、ある集合 H の要素 h ∈ H を最適化の過去の履歴
の、完全なもしくは不完全な情報を表すとする。そしてクエリコスト評価のために、c ∈ Z≥0 は局所最適化の実行に

必要なクエリコストを表すとする。また遺伝的アルゴリズム（付録 C参照）といった、多点探索による局所探索も存

在するため、0 ≤ k ≤ |S|なる整数 k と S の冪集合 P(S)に対し、部分集合 Pk(S) = {p ∈ P(S) | |p| = k}を定義す
る。Pk(S)の要素を、k 個の点を初期状態における複数の解の候補として選ぶ際に用いる。

そして局所最適化アルゴリズムに対し p ∈ Pk(S), r ∈ R, h ∈ H, c ∈ Z≥0 に対し、x′ ∈ S を確率変数としてもつ確
率分布

P (x′; p, r, h, c) (5.2.1)

を定義する。確率分布であるための条件として、P (x′; p, r, h, c) ≥ 0,
∑
x′∈S P (x′; p, r, h, c) = 1とする。以上の設定

の上で、一般の局所最適化アルゴリズムを「複数の k 個の解の候補 pから最適化を開始し、最適化の履歴に関する情

報 h に基づき確率 P (x′; p, r, h, c) でクエリコスト c を用いて x′ へ解を更新する」ものと定式化することができる。

この定式化のもとで議論を進めることができるが、簡単のために初期状態における解の候補は k = 1個とする。そし

て x ∈ S, r ∈ R, h ∈ H, c ∈ Z≥0 に対し、x′ ∈ S を確率変数としてもつ確率分布

P (x′;x, r, h, c) (5.2.2)

を定義し、局所的最適化アルゴリズムを「解の候補 x ∈ S から最適化を開始し、最適化の履歴に関する情報 hに基づ

き確率 P (x′;x, r, h, c)でクエリコスト cを用いて x′ へ解を更新する」ものとする。

*4 ここでは隣接格子点と比較するような特定の山登り法によって得られる最大の探索の効率化をみてきたが、これはあくまでこの局所探索手

法が有効である場合のみに限る。例として |(bL)−1(fmin)|
|Smin|

≈ 1 + 2d
L∑

l=1
2F1 (1− d, 1− l; 2; 2) とすることができるのは、例えば大域的

最小点を中心にして単峰性を持つような、特定の場合である。
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今まで見たきたように、Pure random searchによって最小解が得られる確率は |Smin|
|S| であった。その確率は、初

期解 xと疑似乱数のシード値 rに関する一様ランダムな選択をしたのち、コスト cのクエリと履歴 hに基づく局所最

適化アルゴリズムをすることで、

（局所最適化後に最小値が得られる確率）=
1

|R||S|
∑

x,x′∈S,r∈R
f(x′)=fmin

P (x′;x, r, h, c) (5.2.3)

へと変化する。

この局所最適化アルゴリズムを含んだ量子的 multi-start 法を定式化する。量子状態の確率振幅をアルゴリズムの

確率的な過程の導入に用いる。履歴 hとクエリコスト cを用いる局所最適化に対応するユニタリ変換 Ub(h, c)を、あ

る解の候補 x、自然数 r に関する計算基底状態 |x〉 , |r〉として、以下

Ub(h, c)
1√
|R||S|

|x〉 |r〉 |0〉 |0〉 =
∑
x′∈S

√
P (x′;x, r, h, c) |x〉 |r〉 |h′〉 |x′〉 (5.2.4)

を満たすとする。局所最適化により得られた新しい履歴を |h′〉としている。すると古典的手法における「初期解 xと

疑似乱数のシード値 r に関する一様ランダムな選択」に対応するような、量子状態の初期化は

1√
|R||S|

∑
x∈S,r∈R

|x〉 |r〉 |0〉 |0〉 |0〉 (5.2.5)

である。この初期状態に対し、局所最適化を行うということは、ユニタリ変換 Ub(h, c)を左から順に第１から第４番

目のレジスタに作用させることに相当し、状態は

1√
|R||S|

∑
x,x′∈S,r∈R

√
P (x′;x, r, h, c) |x〉 |r〉 |h′〉 |x′〉 |0〉 (5.2.6)

と変化する。新しい解の候補 x′に対する関数値 f のクエリが必要なので、ユニタリ変換 Uf を Uf |x〉 |0〉 = |x〉 |f(x)〉
としたものを用いる。Uf を左から第４、５番目のレジスタに作用することで、

1√
|R||S|

∑
x,x′∈S,r∈R

√
P (x′;x, r, h, c) |x〉 |r〉 |h′〉 |x′〉 |f(x′)〉 (5.2.7)

は「初期解 xと疑似乱数のシード値 r に関する一様ランダムな選択」をし、局所最適化を行う古典的 multi-startア

ルゴリズムと一致する。なぜなら、この状態を x, x′, r の計算基底状態で射影測定した時に最小値が得られる確率は、

式 (5.2.3) と一致するためである。そしてあるクエリコスト c、履歴 h に基づく、|0〉 から状態 (5.2.7) への変換を

A(h, c)として

A(h, c) |0〉 ≡ 1√
|R||S|

∑
x,x′∈S,r∈R

√
P (x′;x, r, h, c) |x〉 |r〉 |h′〉 |x′〉 |f(x′)〉 (5.2.8)

を満たすものとする*5。

変換 A(h, c) に対し最小値探索量子アルゴリズムを走らせれば、量子的 multi-start 法が前節と同じく可能にな

る*6。そのアルゴリズムを Algorithm 7 に示す。停止条件としてあらかじめ可能な計算資源によりM を定める。

そして観測に応じて局所最適化手法を変更・調整する場合は、ステップ 25 のようにパラメータ m を定める l のリ

セットを行う。過去に同じ手法を用いていた場合はステップ 22において結果を再利用している。そうした発見法的

な場合に対しては、手法を変更しない段階においてサンプリングのみに関して優位性を証明できる*7。以下簡単にそ

の証明を与える。（文献 [59]の付録において一般化した最小値探索について一部証明が示されている）

*5 A(h, c) |0⟩の各成分に対し位相の自由度は存在する。
*6 正確には、最小値探索量子アルゴリズムが適用可能であるのは解の割合が全体の 3/4以下である時であるので、量子振幅増幅アルゴリズム
のパラメーター更新方法のように修正する。

*7 発見法的手法の改善を含んだアルゴリズム全体として証明をすることは困難。
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Algorithm 7 Quantum multi-start algorithm

1: S 上で一様ランダムに解の候補 x1 を生成し、y1 = f(x1)とする。

2: λを 1 < λ < 2なるある定数とする。

3: h1 = ∅、c1 をある整数 c ∈ Z≥0 とする。

4: P (x′; p, r, h1, c1) ≡ P1 を定める。

5: n = 1, l0 = 0とする。

6: while f の全クエリ回数がM を超えない do

7: ln = ln−1 + 1,m = dλlneとする。
8: A(hn, cn) |0〉を測定し、解の候補を x、対応する値を y = f(x)とする。観測された新たな履歴を hとする。

9: if y < yn then

10: xn+1 = x, yn+1 = y

11: else

12: {1, 2, . . . , dme}から一様ランダムに整数 j を取り出す。

13: A(hn, cn)に対し、閾値 yn 未満であることを増幅条件として j 回の振幅増幅された QjA |0〉の出力を測
定し、解の候補を x′、対応する値を y′ = f(x′)、観測された新たな履歴を h′ とする。

14: if y′ < yn then

15: xn+1 = x′, yn+1 = y′

16: else

17: xn+1 = xn, yn+1 = yn

18: end if

19: end if

20: 新たな履歴 hn+1 を履歴 hn, h, h
′ から生成する。

21: 履歴 hn+1 から cn+1, P (x′; p, r, hn+1, cn+1) ≡ Pn+1 を設定する。 ▷ choose local optimization method

22: if cn+1 = ck かつ Pn+1 = Pk なる最大の n以下の k が存在する。 then

23: ln = lk とする。

24: else

25: ln = 0とする。 ▷ reset parameter ln

26: end if

27: n← n+ 1

28: end while

定理 5.2.1. 量子的multi-start法：確率的局所最適化に対するmulti-start法の高速化

（変動しうる）クエリコスト c を要する確率的局所最適化手法によって関数の最小化を考える。古典的

multi-start 法によって「複数の初期解の候補と疑似乱数のシード値 r を一様ランダムに選択して確率的局所最

適化を行う」。それにより最小値がある０でない確率 p1 で得られるとする。同手法を量子回路内に観測を含まな

い形で少なくとも古典計算と同程度に効率的に再現できるとする。

観測に応じて確率的局所最適化手法を変化させない*8場合、古典的には O (max (1, c)/p1) のクエリ数の期待値

で最小値が得られるが、Algorithm 7によりクエリ数の期待値 O (max (1, c)/√p1)によって最小値が得られる。

観測に応じて確率的局所最適化手法を変化させる場合、手法を変更しない間に最小値が得られるまでのクエリ

数の期待値は、手法ごとに再定義したクエリコスト cと確率 p1 を用いて、古典的には O (max (1, c)/p1)、量子的
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には O (max (1, c)/√p1)となる。

証明. ここまでの説明と同じく初期解の数は簡単のために１つであるとする。そして証明の途中まで c ≡ c1 = c2 =

. . . , P ≡ P1 = P2 = . . .を仮定する。

f(S)のうち i (= 1, 2, . . . , |f(S)|)番目に小さな数を fi とおく。局所最適化後に値 fi が得られる確率を

πi ≡
1

|R||S|
∑

x,x′∈S,r∈R
f(x′)=fi

P (x′;x, r, h, c) (5.2.9)

とおく。ただし、
|f(S)|∑
i=1

πi = 1を満たし、仮定から π1 > 0とする。また fi 以下の値が局所最適化後に得られる確率

を pi ≡
i∑

j=1

πj ≡ sin2 θi > 0とおく。ただし 0 ≤ θi ≤ π/2とする。この時Algorithm 7における閾値の更新方法は

strong pure adaptive search*9によるものであるから、文献 [60]によりアルゴリズムにおいて fi が現れる確率は、

πi
pi

(5.2.10)

と表される。すると、最小値 f1 が得られるまでのAlgorithm 7における Aの実行回数の期待値は、

|f(S)|∑
i=2

πi
pi
× (fiが得られているときの、fi−1以下の f の値が得られるまでの Aの実行回数の期待値) (5.2.11)

によって上から抑えられる。古典的には同式は

|f(S)|∑
i=2

πi
pi

1

pi−1
≤ π2
p1 + π2

1

p1
+

|f(S)|∑
i=3

1

p2i−1

≤ 1

p1
+

1

p1
= O

(
1

p1

)
(5.2.12)

から Aの実行回数の期待値は、O(1/p1)。

Algorithm 7 の場合を考える。量子振幅増幅における Algorithm 1 における定理 2.4.2 の証明から、Algo-

rithm 7 において fi が得られているときの、fi−1 以下の f の値が得られるまでの A の実行回数の期待値は
O (1/sin θi−1) = O (1/√pi−1)となる。故に式 (5.2.11)は

O

|f(S)|∑
i=2

πi
pi

1
√
pi−1

 (5.2.13)

であって、
|f(S)|∑
i=2

πi
pi

1
√
pi−1

=
π2

p1 + π2

1
√
p1

+

|f(S)|∑
i=3

1

(pi−1)
3
2

≤ 1
√
p1

+
2
√
p1

= O

(
1
√
p1

)
(5.2.14)

である。

もし cn+1 6= cn または Pn+1 6= Pn なる自然数 nが存在していたとしても、少なくとも Aの実行回数の期待値を上
から抑えることに関しては、上と全く同じ議論が成り立つ。つまりクエリコスト cまたは確率分布 P を変化させた後

に関数 f の最小値が得られるまでの古典的・量子的 Aの実行回数すなわち f のクエリ数の期待値は、再定義した p1

を用いて式 (5.2.12),式 (5.2.14)で抑えられる。

最後に A,A−1,増幅のための判定は f のクエリコスト c, c, 1を要することを考慮すれば、f のクエリコストの期待

値はオーダーとして max (1, c)に比例し証明が終わる。

*8 ここではアルゴリズム内においてクエリコスト cまたは確率分布 P を変化させた場合、局所最適化手法を変更すると呼んでいる。
*9 閾値の条件として等号を含めないものを strong、そうでないものを weakな PASと呼ぶ。
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λの設定方法に関しては文献 [61]によれば、DHアルゴリズムにおいて λ = 1.34とすることで数値計算により A
の実行回数の期待値の上限が最も抑えられることが示されている*10。今の場合仮に局所最適化手法を変えないのであ

れば、A及び A−1 の実行回数の期待値 F (λ, θ)は

F (λ, θ) =

∞∑
l=1

{
sin2 θ · 1 +

(
1− sin2 θ

)
·
(

1 + 2
1 + dλle

2

)}
αl (5.2.15)

αl ≡
l−1∏
j=1

(
1− sin2 θ

){1

2
+

1

2dλje

(
sin
(
4θ
(
1 + dλje

))
2 sin(2θ)

− cos (2θ)

)}
(5.2.16)

とかける。ただし最小値の全体に占める割合を sin2 θ ≡ p1 とした。ここまでの証明からこれが Θ (1/sin θ)であるこ

とは分かっている。アルゴリズムを λに関して最適化する一つの方法は、この無限級数 F (λ, θ)を 1/sin θで割った量

の 0 ≤ θ ≤ π/2における最大値 max
0≤θ≤π/2

(sin θF (λ, θ))が最小となるように λを選択することである。実際に部分和を

数値計算をすると λ ≈ 1.30が最良であることがわかる。

Algorithm 7について補足する。前節と同じく、この局所最適化手法を用いた量子的multi-start法が量子的全探

索に比べクエリ数に関して効率的でなければならないという問題が存在する。それに対する対処法としては、あるク

エリコストまでは局所最適化手法が少なくとも有効であるという仮定をし、確率分布 P (x′; p, r, h, c)で決定づけられ

る局所最適化アルゴリズムの動作として、解の更新がされなくなった場合は新たにサンプリング点をとり局所最適化

を行うものを構成すればいい。これによりクエリの “無駄遣い”を避けることができ、一定程度までは問題が解消さ

れる。しかし結局それは、量子的 multi-start法の内部で、古典的 multi-start法を行うことになるので、可能である

限り多数回更新が止まるような状況は避けるようにクエリコスト cを設定するべきである。しかしそれはやはり発見

法的な手法か、何らかの仮説に基づき行うしかない。

逆に局所最適化の途中で観測される可能性もあるため、振幅増幅後に再度増幅なしに局所的最適化を行うことも考

えられる。しかし、観測後に必要な最適化コストが増えれば増えるほど、量子的 multi-start 法による加速が低下す

ることに注意する必要がある。

そうした適切な cの設定に関する仮説として dを目的関数の次元として c = O
(

logd |S|
)
が考えられる。なぜなら

文献 [62]において、DHの最小値探索アルゴリズムにおける増幅した状態を観測した後に、振幅増幅なしに古典的最

適化アルゴリズムを走らせ更新が止まった場合その時の f の値を閾値として更新することが考えられているが、その

際古典的最適化アルゴリズムによって c = O
(

logd |S|
)
のクエリが必要になるとされている。c = O

(
logd |S|

)
が十

分であるかについて、整列されたデータ内での探索は二分探索によりデータ数に対し対数のクエリが必要になること

や、|S|自体が dに関し指数的であるから c = O
(
dd
)
を考慮すると、一定程度の問題においては十分なクエリコスト

であると解釈できる。以上の解釈も踏まえ、文献に倣って c = Θ
(

logd |S|
)
と仮定する。この cを用いてmulti-start

法の古典的なものに対する加速を評価することができる。

評価にあたって、そもそも multi-start 法が全探索手法に比べクエリ数に関して効率的でなければならないという

前提が存在する。それは古典的には確率 p1（式 (5.2.9)参照）を用いて条件

rc ≡

max (1, cc)

p1
|S|

|Smin|

< (constant) (5.2.17)

となる（max (1, cc)は局所探索自体のコスト cc と最適化後の解の候補に対するクエリコスト 1に由来する）が、こ

*10 最小値の全体に占める割合を sin2 θ ≡ p1 とした時、DHアルゴリズムのクエリの期待値は
∞∑
j=0

⌈λj⌉
2

j−1∏
i=0

(
1
2
+

sin(4θ⌈λi⌉)
4⌈λi⌉ sin(2θ)

)
。DHアル

ゴリズムを λに関して最適化するには、この無限級数を 1/sin θ で割った量の 0 ≤ θ ≤ π/2における最大値が最小となるように λを選択す
ればいい。
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こでは量子 multi-start法が量子最小値探索に比べ効率的である必要がありそれは

rq ≡

max (1, cq)
√
p1√
|S|

|Smin|

< (constant) (5.2.18)

となる。cc ≥ cq を仮定し、cq, cc ≥ 0, |Smin| ≥ 1から古典、量子 multi-startに対するクエリの期待値を

max (1, cc)

p1
= O (rc|S|) (5.2.19)

max (1, cq)
√
p1

= max (1, cq)

√
rc|S|

max (1, cc) |Smin|
= O

(√
max (1, cq) rc|S|

)
(5.2.20)

と表せる。cc = cq = Θ
(

logd |S|
)
として dを固定した定数として見た場合、max (1, cq)/√p1 = O

(
log

d
2 |S|

√
rc|S|

)
=

Õ
(√

rc|S|
)
となる。以上の考察により、量子的 multi-start法において必要なクエリ数を、もし古典的 multi-start

法が有効（rc = O (1)）であれば c = O
(

logd |S|
)
という現実的設定において、Õ

(√
|S|
)
であるという上限を与え

ることができる。これが量子最小値探索を上回るか否かは O (rc|S|)の漸近的振る舞いが決定していて問題の構造と
手法に依存するが、対数因子を無視すれば少なくとも量子最小値探索と同程度の計算量で済む事がわかり、一つの重

要な結果が導かれた。

観測を含まない局所最適化アルゴリズム自体に対しても量子加速が可能であったとしても、クエリコスト cに対し

量子加速が指数的（|S|に関して分数指数または多項式以上）でなければいずれにせよ加速の因子は Õ
(√
|S|
)
と変

わらない。また最適化の途中において局所最適化手法を履歴に基づき変更したとしてもこの評価が成り立つ。以上の

議論の結果を定理にまとめる。

定理 5.2.2. 量子的multi-start法の古典的手法に対する加速の評価

O
(

logd |S|
)
のクエリコストを要する確率的局所最適化アルゴリズムを用いた古典的 multi-start法が有効で

あり、かつ局所最適化アルゴリズム自体の量子加速が |S|に関して高々対数とする。
この時古典的 multi-start 法と量子的 multi-start 法による最小化に必要なクエリ数はそれぞれ O (|S|)

, Õ
(√
|S|
)
である。それぞれのより強い上限は、個別の局所最適化手法ごとに定義された有効性の指標 rc を用

い |S|の対数因子を許して O (rc|S|) , Õ
(√

rc|S|
)
と与えられる。

さらなる補足として確率振幅として P (x′; p, r, h, c)を量子回路内で効率的に構成できるかという問題がある。この

問題はつまり古典的なオプティマイザーに対応するものを観測を含まない量子回路内で効率的に構築できるかという

問いと、ガウス分布といった確率分布関数を量子状態の振幅として効率的にエンコードできるかという二つの問いに

分解できる。前者に関しては最適化問題全般に関わる問題であり、本論文では勾配推定に関してのみ触れる。後者に

関しては、離散確率分布関数 pN : {0, . . . , N − 1} → {0, 1} , ΣxpN (x) = 1が与えられた時に、状態

|Ψ〉 =

N−1∑
x=0

√
p(x)e2πiψ(x) |x〉 (5.2.21)

を、近似的にだが量子ビット数 log2N に関して効率的に構成できることが知られている [63]。より詳細に述べると、

ある ηに対し pN (x) ≤ 1/ηN for all x and N であれば、任意の十分小さな正の数 ν, λに対し 〈Ψ̃|Ψ〉 > 1−λなる |Ψ̃〉
を確率 1− ν 以上で、ν−1, λ−1, η−1 に関して多項式時間で用意することができる。

他にもこうした離散確率分布を効率的に振幅に符号化する手法として、一次元の積分可能な確率密度関数を対象と

した Grover-Rudolphアルゴリズム [64]が著名だが、それを大幅に改善した近年の結果として、ある種の滑らかさを
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仮定した上で漸近的に量子ビット数によらずに状態準備を可能とする手法が提案されている [65]。よって、少なくと

もある種の確率分布に従って局所的最適化を行うアルゴリズムは、量子回路内で効率的に実現できるであろうと考え

られる。

定理に関する最も重要な補足として、構成の上では履歴を用いて局所最適化手法を変化させていくことが可能とし

たが、Algorithm 7はサンプリングの部分でしか量子加速を与えないため、最適化のステップごとに局所最適化手

法を変更すればするほど量子優位性は失われ、仮に毎ステップ履歴に基づき局所最適化を変更すれば全く優位性はな

くなる。文献 [66]では、そうした量子振幅増幅の問題点について指摘されていて、履歴に基づくことの多いヒューリ

スティックスについてはその問題特有のアルゴリズムを作る必要があるとされる。そもそもヒューリスティックスは

個々の探索手法の変更に依存する複雑なものであるため、理論的な解析は難しいとされる。そのため困難とされる特

定の問題に対して効力を発揮するかどうかによってその性能が評価されるが、主にそうした問題として NP完全*11な

問題が選ばれる。結局そうしたクラスの問題またはその特殊な場合を量子計算によって効率よく解けるかということ

になり、現在も研究が続けられている。

一般的な定理 5.2.1,定理 5.2.2の結果によって、量子勾配推定と量子振幅増幅を組み合わせた時の量子加速につい

て議論することができる。ここでは Jordanのアルゴリズムを解析し、量子勾配推定に関してより一般化した結果を

与える文献 [17]の結果を主にして議論をする。それによると滑らかな関数*12に対し、関数の次元が dであったとき

に L∞ ノルムにおいて精度 ϵで勾配を求めることを考える。古典計算では Õ (d2/ϵ)のクエリが必要だが、量子勾配推

定によって Õ (d/
√
ϵ)で求めることが可能である。これは２次の量子加速であるが Grover探索による加速ではなく、

同時に原理的に観測を含まないアルゴリズムであるため定理 5.2.2の形式に落とし込むことができる。局所最適化と

して量子勾配推定によって得られた勾配をもとに、通常の勾配降下法により平均的に T ステップの局所的最小化を行

うとしたとき、古典計算では関数最小化にM のクエリが必要とする。定理 5.2.2の仮定を用いて量子計算機によって

Õ
(√

M
)
のクエリで十分であることが言える。ただしより正確には Õ

(√
Tϵ/

√
dM
)
であってM ∝ T であるから反

復回数 T に対しての加速は起きない。

このように量子的 multi-start 法という描像を用いて局所最適化を含んだアルゴリズムにおける探索またはサンプ

リングによる量子加速について、包括的に与えることができる。局所探索の一種である遺伝的アルゴリズムにおける

量子計算の応用は既に考案されている [67]ように、サンプリング以外の部分で特定の構造を持った問題に対し量子加

速を与えることができるか否かの研究がより一層重要であると思われる。

*11 非決定性チューリングマシンによって多項式時間で解ける決定問題のクラス (NP)に属し、かつ NPに属す任意の問題から多項式時間帰着
が可能なものを NP完全という。

*12 滑らかさの定義は原論文を参照されたい
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第 6章

まとめ

本研究では、主に最適化問題における最適化過程において量子計算が果たすと思われる役割について理解すること

を目的とした。より具体的な最適化を行う方法として、勾配法のための関数の勾配を効率的に推定する量子勾配推定

と、効率的な探索手法である量子探索という２つの方法に注目した。前者に関しては、新たに位相の対称性を用い整

数係数・整数変数多項式関数に対しビット表現に収まるように勾配の各成分が十分小さいと仮定した上で、関数の次

数に関して定数という古典計算よりも効率的なクエリ計算量で勾配を推定可能であることを示した。そして考案した

アルゴリズムを量子勾配推定の実機による検証としても初の試みと考えられるため実験を行い、部分的に検証するこ

とに成功した。後者に関しては、計算基底における数値計算を前提として、古典的機械学習モデルであるパーセプト

ロンと FNNの構築を行い、量子探索を用いた学習シミュレーションを行なった。この手法自体は 20年以上前から存

在していたが、特に FNNに関しては一から量子回路内で構築した先行研究は少ないと考えられる。また量子探索を、

実用面を考慮し局所的構造を持った問題に対して適用した時へ一般化を行い、発見法的な手法の改善を含みつつサン

プリングに関し量子加速をもたらす量子的 multi-start 法として定式化を行った。こうした実際上の問題を踏まえた

定式化と定量的議論はなされていないと考えられる。そしてこの二つの視点に基づいた研究を通し、今後位相の対称

性の利用に関連して量子系への情報の符号化や、サンプリング以外の実用的な問題の構造を適切に利用した量子計算

に関する研究が引き続き重要な研究対象になり続けると考えられる。
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Lee James O’Riordan, Hanhee Paik, Jesús Pérez, Anna Phan, Marco Pistoia, Viktor Prutyanov, Max
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[63] Andrei N Soklakov and Rüdiger Schack. Efficient state preparation for a register of quantum bits. Physical

review A, 73(1):012307, 2006.

[64] Lov Grover and Terry Rudolph. Creating superpositions that correspond to efficiently integrable probability

distributions. arXiv preprint quant-ph/0208112, 2002.

[65] Gabriel Marin-Sanchez, Javier Gonzalez-Conde, and Mikel Sanz. Quantum algorithms for approximate

function loading, 2021.

[66] Tad Hogg. Quantum search heuristics. Physical Review A, 61(5):052311, 2000.

[67] Kuk-Hyun Han and Jong-Hwan Kim. Genetic quantum algorithm and its application to combinatorial

optimization problem. In Proceedings of the 2000 congress on evolutionary computation. CEC00 (Cat. No.

00TH8512), volume 2, pages 1354–1360. IEEE, 2000.

[68] Lidia Ruiz-Perez and Juan Carlos Garcia-Escartin. Quantum arithmetic with the quantum fourier trans-

form. Quantum Information Processing, 16(6):152, 2017.
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付録 A

計算量の記法

計算量を評価する際に用いられるランダウの記号についてここで説明する。ランダウの記号によって関数の極限に

おける漸近的振る舞いを記述することができる。いくつかの流儀が存在するが本論文では以下で定義する記号のみを

用いることにする。

２つの実数値関数 f, g : R→ Rが与えられているとする。

定義 A.0.1.
f(x) = O(g(x)) (x→∞) (A.0.1)

を
∃M > 0 ∃x0 ∀x > x0 f(x) ≦Mg(x) (A.0.2)

を表すとして定義し、“f(x)が x→∞の時オーダー O(g(x))である”という。

また Ω,Θを用いたオーダー記法を定義する。

定義 A.0.2.
f(x) = Ω(g(x)) (x→∞) (A.0.3)

を
∃M > 0 ∃x0 ∀x > x0 f(x) ≧Mg(x) (A.0.4)

を表すとして定義し、“f(x)が x→∞の時オーダー Ω(g(x))である”という。

定義 A.0.3.
f(x) = Θ(g(x)) (x→∞) (A.0.5)

を
∃M1 > 0 ∃M2 > 0 ∃x0 > 0 ∀x > x0 M1g(x) ≦ f(x) ≦M2g(x) (A.0.6)

を表すとして定義し、“f(x)が x→∞の時オーダー Θ(g(x))である”という。

オーダー評価における対数因子の差異は些細なものとして扱われるのでそして O,Θ,Ωに加えて˜を用いた記法を

以下のように導入する。
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定義 A.0.4.
f(x) = Õ(g(x)) (x→∞) (A.0.7)

を
∃k such that f(x) = O(g(x) logk(g(x))) (A.0.8)

を表すとして定義し、“f(x)が x→∞の時オーダー Õ(g(x))である”という。

Ω, Θに対しても Ω̃, Θ̃が同様に定義されているとする。

多変数関数の漸近的振る舞いの記述への拡張も可能であるがここでは省く。関数のある座標点近傍における振る舞

いを記述する際にもランダウの記法を用いることができる。

定義 A.0.5. a ∈ Rに対し
f(x) = O(g(x)) (x→ a) (A.0.9)

を
∃δ > 0 ∃M > 0 such that ∀x, |x− a| < δ ⇒ |f(x)| < M |g(x)| (A.0.10)

を表すとして定義し、“f(x)が x→ aの時オーダー O(g(x))である”という。

これに倣い座標点近傍における他のオーダー記法も極限 x→∞と同様に定義しているとする。より一般にオーダー
記法を関数の絶対値に関して導入することもでき、必要に応じて用いるとする。

計算量の記法を定義したので、いくつか主要な計算量とそれに属するアルゴリズムの例について表 A.1にまとめて

おく。

記法 名称 アルゴリズム

O(1) Constant time（定数時間） Bernstein-Vazirani, Deutsch-Joza, Jordan

O(log n) Logarithmic time（対数時間） 二分探索、ユークリッドの互除法

O(nc), 0 < ∃c < 1 Fractional power（分数指数関数） Grover

O(n) Linear time（線形時間） 加減算

O(n log n) Linearitimic（準線形、線形対数） AQFT, ソート

O(n2) Quadratic time（二乗時間） QFT, 乗除算

O(nc), ∃c ≧ 1 Polynomial time（多項式時間） カーマーカーのアルゴリズム*1

O(2n) Exponential time（指数時間） 充足可能性問題における全探索

O(n!) Factorial, Combinational（階乗関数） 巡回セールスマン問題における全探索

表 A.1: オーダー記法による分類とそれに属するアルゴリズム

*1 線形計画問題に対する初の実用的なアルゴリズムとして有名である。



66

付録 B

数の表現と初等演算

B.1 固定小数点数法による数の表現

一般に数の表現方法として、浮動小数点数形式と固定小数点数形式が存在する。量子アルゴリズムにおいては固定

小数点数形式を用いることが多い。そのため以下では浮動小数点数形式については触れない。固定小数点数形式で

は、小数点が置かれる位置を固定して数を表現する。

B.1.1 2進数表現

数を表現するにあたって最も基本的な表現の一つが２進数表現であり、数を 0, 1からなる有限個の文字（ビット）

列として表現する。文字列の長さをビット長といい、ビット長 nで２進数表現できる数 xは、整数mを用いて

x =

n∑
i=1

xi2
n−i−m ≡ x1x2 · · ·xn−m.xn−m−1 · · ·xn (B.1.1)

である。ただし xi ∈ {0, 1}である。これによって表現することのできる数の集合は {0, 1·2−m, 2·2−m, . . . , 2n−m−
1}である。本論文において小数は扱わないため、基本的にm = 0とした非負の集合 {0, 1, 2, . . . , 2n − 1}を表す際
に用いる。

B.1.2 2の補数表現

２進数表現では負の数を扱えなかったが、２の補数表現を用いることで負の数を表現することが可能になる。

x = −x12n−1 +

n∑
i=2

xi2
n−i (B.1.2)

は、ビット長 nにおける整数 xの２の補数表現を与えており、整数の集合 {−2n−1, −2n−1 + 1, . . . , 2n−1 − 1}を表
すことが可能になる。本論文中で xが 0以上か 0未満かであるかを決定するビット x1 を符号ビットと呼ばれる。表

３ビットの時のビット列と整数の２進数表現、２の補数表現との対応例を示す。
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Bits ２進数表現における値 ２の補数表現における値

000 0 0

001 1 1

010 2 2

011 3 3

100 4 −4

101 5 −3

110 6 −2

111 7 −1

表 B.1: ３ビットにおけるビット列と２進数表現、２の補数表現との対応

B.2 計算基底を用いた量子計算

古典計算においてビットに数を対応させることで計算を行うが、量子計算においてはビット以外にも数をエンコー

ドする方法が存在する。例えば、確率振幅に数を導入する方法、回転ゲートの角度パラメータに数をエンコードする

方法、状態の位相に数をエンコードする方法、さらにハミルトニアンへの符号化も存在する。それぞれ一長一短が存

在するが、本論文では主に古典計算と同じく計算基底に数をエンコードする手法に基づいた計算を対象とする。この

方法は、計算機科学分野においては量子計算をより弱めた形式である可逆計算としても今なお非常に活発な研究分野

でもあり、効率的な基本的演算の構築でさえも様々な手法で考案されている。以下量子回路における基本的演算のた

めの手法を説明する。

中でも第 2.3.2節の Draperの加算回路をもとにし量子フーリエ変換をベースとした構成方法を説明する [68],[69]。

この手法は、Draperの加算回路と同じく量子ビット数に関しては最良のものよりも、オーダーで１桁劣るがシステマ

ティックに構成することができる利点があり、本文中での数値計算は主に以下の方法を用いている。ただし量子フー

リエ変換をベースとした、古典アルゴリズムと本質的に異なる除算の構成方法は不明である。

B.2.1 加算・減算

第 2.3.2節において Draperの加算回路で２つの非負整数に対する加算を量子フーリエ変換を用いて行う手法を紹

介した。それを拡張し、ここでは任意の符号付きの整数に対する加算・減算を２の補数表現を用い構成する。

nx, ny (nx ≥ ny)ビットでそれぞれ表現された整数、計算基底 |x〉 , |y〉に対し

QNModAddnx,ny
|0〉 |x〉 |y〉 = |x+ y mod 2nx+1〉 |y〉 (B.2.1)

QNModSubnx,ny
|0〉 |x〉 |y〉 = |x− y mod 2nx+1〉 |y〉 (B.2.2)

を満たすユニタリ変換の構築を目指す。

そのために、CXゲートを制御ビット |x1〉、標的ビット |0〉とすると、状態は |x1〉 |x〉 |y〉に変化する。|x1〉 |x〉の
部分にサイズ 2nx+1 のフーリエ変換をすると、2π の位相の対称性に注意して

2nx+1∑
k=1

exp

2π
1

2nx+1

x12nx + x12nx−1 +

nx∑
j=2

xj2
nx−j

 |k〉 =

2nx+1∑
k=1

exp
(

2π
x

2nx+1
k
)
|k〉 (B.2.3)

となる。あとは位相 exp
(
±2π y

2nx+1 k
)
を加えればいい。そのために作用する量子ビットを |ki〉 , |yj〉とした制御位相
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ゲートを CPi,j として

V± ≡
nx+1⊗
i=1

ny⊗
j=i

CPi,j

(
±(−1)δ1j

π

2j−i

)
(B.2.4)

を行えばよい。よって

QNModAddnx,ny
≡
(
IQFT⊗I⊗ny

)
V+
(
QFT⊗I⊗ny

) (
CX1,0 ⊗ I⊗nx+ny−1

)
(B.2.5)

QNModSubnx,ny
≡
(
IQFT⊗I⊗ny

)
V−
(
QFT⊗I⊗ny

) (
CX1,0 ⊗ I⊗nx+ny−1

)
(B.2.6)

となる。

B.2.2 符号反転を伴う乗算

量子フーリエ変換を用いた乗算の構成方法を述べる。

nx, ny ビットでそれぞれ２の補数表現された二つの整数 x, y を考えると、−2nx+ny−1 ≤ −xy ≤ 2nx+ny−1 − 1が

成り立つ。よって２の補数表現においては nx + ny − 1ビットで符号反転を含めた乗算 ×(−1)×が表現としては適し
ている。×(−1)×を量子回路内の計算基底で実現するために、nx, ny, nx + ny − 1ビットでそれぞれ表現された整数

x, y, z、計算基底 |x〉 , |y〉 , |z〉に対し以下を満たすユニタリ変換 QNModMulnx,ny
として定義する。

QNModMulnx,ny
|x〉 |y〉 |z〉 = |x〉 |y〉 |z − xy mod 2nx+ny−1〉 (B.2.7)

N = 2nx+ny−1 とおく。計算基底 |z〉 に量子フーリエ変換を行うと計算基底 |k〉 に対し位相 exp
(
2πiz kN

)
を持つ

一様な重ね合わせ状態になる。（k はバイナリ表現として 0 ≤ k ≤ 2nx+ny−1 なる整数とする。）それぞれの基底に

位相 exp
(
−2πixy kN

)
を加え、サイズ N の逆量子フーリエ変換を計算基底 |k〉 の重ね合わせ部分に作用させれば

QNModMulnx,ny
と一致する。

位相 exp
(
−2πixy kN

)
に関し

−xy k
N

= − 1

2nx+ny−1

(
−x12nx−1 +

nx∑
i=2

xi2
nx−i

)−y12ny−1 +

ny∑
j=2

yj2
ny−j

 nx+ny−1∑
l=1

kl2
l−1

= −x1y1
nx+ny−1∑

l=1

kl2
l−nx−ny + x1

ny∑
j=2

nx+ny−1∑
l=1

yjkl2
−j+l + y1

nx∑
j=2

nx+ny−1∑
l=1

xjkl2
−j+l

−
nx∑
i=2

ny∑
j=2

nx+ny−1∑
l=1

xiyjkl2
−i−j+l (B.2.8)

が成り立つ。四つの項は、それぞれ 0か 1の値をとる３つの数の積 x1y1k1, x1yjkl, y1xjkl, xjyjkl に係数がかかった

ものから構成されている。つまり非ゼロであるためには３つの数全て非ゼロである必要がある。こうした位相を構成

するには、多重制御位相ゲート

CCP(θ) |a〉 |b〉 |c〉 =

{
exp (iθ) |a〉 |b〉 |c〉 (a = b = c = 1)

|a〉 |b〉 |c〉 (otherwise)
(B.2.9)

を用いればいい。具体的には、作用する量子ビットが |xa〉 , |yb〉 |kc〉である多重制御位相ゲートを CCPa,b,c として、

CCP1,1,1 (−π)と、2 ≤ i ≤ nx, 2 ≤ j ≤ ny, 1 ≤ l ≤ nx + ny − 1を満たし加える位相が 2π の整数倍でないものに限

定したゲート CCP1,j,l

(
π21−j+l

)
, CCPi,1,l

(
π21−i+l

)
, CCPi,j,l

(
−π22−i−j+l

)
で位相 exp

(
−2πixy kN

)
を加えるこ

とができる。
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B.2.3 その他の初等演算

主に加減算回路を用いて構成できるものをここにまとめる。

nビットの２の補数表現された xの符合反転 x→ −xについて。xの全ビットを反転した時の整数 x̄と関係式

x̄ = −2n−1(1− x1) +

n−1∑
i=2

2n−i(1− xi) = −x− 1 (B.2.10)

から、x̄に 1を加算すれば −xが構成できる。よって符合反転のためのユニタリ変換を

QSignInvn ≡
(
I⊗n+1 ⊗X

)
QNModSubn+1,1

(
I ⊗X⊗n+1

)
(B.2.11)

QSignInvn |0〉 |x〉 |0〉 = |−x〉 |0〉 (B.2.12)

となる。（1を加算することを −1を減算することに置き換え補助レジスタのビット数を 2ビットに抑えている。）

が成立するめ二つの数の大小比較については、減算を行い符合ビット nビットの２の補数表現された xに対し絶対

値 |x|を求める演算について。

QAbsn ≡ C[QSignInvn] CX2,n+1 (B.2.13)

QAbsn |0〉 |x〉 |0〉 = ||x|〉 |0〉 |sign bit of x〉 (B.2.14)

ここで C[QSignInvn]は制御ビットを n+ 2番目（右端）の量子ビットとし、標的ビットを残り n+ 1個の左端から

順に全ての量子ビットとして標的ビットに条件付きで QSignInvn を作用させることを指す。

大小比較のための回路について。整数 x, y とし x − y の減算回路を構成し符合ビットを調べれば x ≥ y か x < y

が判定できる。y − xの減算回路も構成し、y ≥ xか y < xを調べ、x > y, x = y, x < y を調べることができる。

その他の初等関数の構成として文献 [70]によれば、以下を満たす乗算のためのゲート Ures

Ures |x〉 |y〉 |z〉 = |x〉 |y〉 |z + xy〉 (B.2.15)

の存在を仮定した上で、xに関する関数 1/x,
√
x, x

1

2k , lnx, xc (x ≥ 1, k ∈ N, c ∈ [0, 1])が量子回路内で計算できる。

これは古典計算と同じくニュートン法によるものである。例えば関数 x→ 1/xを実装したければ、f(w) = x− 1/wと

すると f ′(w) = df/dw = 1/w2 より

wn+1 = wn −
f(wn)

f ′(wn)
= 2wn − w2

nx (B.2.16)

に従って wn を更新していくことで w∞ = 1/xが得られる。ただニュートン法の反復回数に対し必要な量子ビットが

線形に増大していくため、古典ビットと同じく可逆性を失わせて不必要なビットを捨てると重ね合わせ状態が崩れる

欠点がある。

B.2.4 位相オラクルの構成方法

考案した量子勾配推定に必要な位相オラクルの構成方法を述べる。

関数値を位相に入力する式 (4.1.5) の位相オラクルを直接的に構成するには、位相ゲート P と（多重）制御位相

ゲート CPがあれば十分である。簡単のため特に関数が１変数かつ計算基底状態が n1 ビットの２進数表現で表され
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ている場合を以下に示す。

O2πSf ≡
∏
j≥0

O2πSfj (B.2.17)

fj(x) ≡ ajxj (B.2.18)

O2πSf0 ≈ I (B.2.19)

O2πSf1 ≡
∏
k

Pk(2πSa12n1−k) (B.2.20)

O2πSf2 ≡
∏
k,l

CPk, l(2πSa222n1−k−l) (B.2.21)

ここで定数関数 (B.2.19)は大域的位相因子を除き一致するとしている。３次以上の多項式関数の場合も同様である。

（制御）位相ゲートに対する下付き添字は計算基底状態 |x〉の対応する量子ビットに作用することを意味する。
さらに位相オラクルは以下で定義するバイナリーオラクル

Obinary-f |x〉 |0〉 = |x〉 |f(x)〉 (B.2.22)

の２回の使用と式 (B.2.22)内の n2 ビットの |f(x)〉の各量子ビットに作用する位相ゲート P

O−1
binary-f

∏
j

Pj
(
2πS2n2−j

)
Obinary-f |x〉 |0〉 = O2πSf |x〉 |0〉 (B.2.23)

により間接的に構成可能である。そのため要請した位相オラクルは直接・間接を問わず実装は容易である。
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付録 C

最適化問題

最適化問題とは特定の集合上である実数値関数（“目的関数”と呼ばれる）が最小もしくは最大となる解を求める問

題である。（大域的最適化に関して文献 [71, 72]を参考にした。）

定義 C.0.1. 一般に最適化問題とは、集合 X とその空でない部分集合 S ⊆ X として関数 f : S → Rに対して

min
x∈S

f(x)（or max
x∈S

f(x)） (C.0.1)

を行う問題を最適化問題（optimization problems）と呼ぶ。

f(x)は目的関数と呼ばれ、要素 xに対するある定量的尺度である。また集合要素が部分集合上 S ⊆ X でとることを
課されているため、S ⊆ X を制約条件（constraint)と呼ばれ、S を可能領域 (feasible region)というが、本文では

領域と略す。可能領域に含まれる xを実行可能解 (feasible solution)といい、f を最小または最大化する実行可能解

xを最適解 (optimal solution)という。

最適化問題は一般に大きく離散的であるか、連続的であるかに分類され、その上で目的関数が線形であるか、非線

形であるかに分かれる。連続関数である場合には問題を連続最適化問題とよび、凸（conjective）か非凸かに分類し

非凸な問題は大域的最適化問題（global optimization）とされる。一方離散集合に対する最適化問題を組合せ最適化

問題という。離散集合上の関数に対しては凸性に対応する概念が存在しないが、離散集合上での各要素の近傍の要素

に対して凸性の概念を拡張することで同じく大域的最適化問題を定義することができる。本論文では、離散かつ有限

な集合 S のみを扱うとし、実数の集合 Rについてはグリッドに分割し有限個の要素を取り出した集合として考える。
以下にその定義を記す。

定義 C.0.2. S を空でない有限集合として関数 f : S → Rに対して

min
x∈S

f(x) (C.0.2)

を行う問題を “（有限）大域的最適化問題（finite global optimization problems）”と呼ぶ。

本論文ではこの有限集合上で定義された大域的最適化問題を考えることとする。大域的最適化問題における最適解を

大域的最適解という。局所最適解を定義するためには、最適化問題における近傍の定義方法と解法に依存する。その

ためその都度定義することとしてここでは明確に定めない。

本論文では上記の最適化問題に限って議論を行う。

最適化における最も重要な事実としてノーフリーランチ定理 [73],[74]が挙げられる。それによれば、どの最適化手

法でも平均的には性能に優劣がないという定理である。それは量子計算においても同様だと考えられる [75]。しかし

多くの現実的問題において可能領域に何らかの構造（例えば順序構造）が存在することが多いため、特定の問題に特
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化した最適化手法を構築することが重要である。

大域的最適化問題において最も基本的な手法が力任せ (brute-force）またはしらみつぶし（exhaustive）探索 であ

り、可能領域内の解を全て調べ上げる方法である。しかし最適化問題の例として巡回セールスマン問題の場合は計算

量が階乗関数としてスケールするため現実的に不可能である。さらに連続変数に対する大域的最適化問題において調

べ上げることは不可能なため、領域を格子状に離散化し格子点上で調べ上げる手法が存在し grid searchという。グ

リッドが高次元の n次元の超直方体をなすとすれば、指数的に調べ上げる操作を要するため問題点とされている。

確率的な grid searchとして知られるのが、pure random search(PAS)であり、1958年に Brooks[76]により初め

て提案された最も単純な確率的アルゴリズムである。pure random search は領域から繰り返しサンプルをとり探索

を行うもので、典型的には一様ランダムに選択されるものを指す。

pure random search は各サンプリングは独立な試行であったが、それまでのサンプリング結果に依存する探索手

法として pure adaptive Searchが存在する。Algorithm 8にそれを示す。

Algorithm 8 Pure Adaptive Search, PAS

x1 ∈ S を S 上で一様ランダムに選択し、y1 = f(x1)とする

for i = 1, 2, . . . until a termination condition is met do

集合 Si = {x ∈ S : f(x) < yi}から一様ランダムに xi+1 を取りだし、yi+1 = f(xi+1)とおく。

end for

局所最適化に対し非常に多くの手法が存在するため、ここではその一部を紹介する。まず局所的探索による手法と

して山登り法、焼きなまし法（simulated annealing)、タブーサーチが存在する。それぞれ簡単に説明すると、山登

り法では近傍の中で最も最適な解を選択し逐次更新する方法である。焼きなまし法は、現在の解の近傍からランダム

に選択しより良い解が得られれば解を更新し、そうでなくても “温度”にパラメトライズされた遷移確率に従って近

傍内の解へ更新する方法である。その際更新が進むにつれて “温度”を低下させ遷移を起こりにくくすることで、局

所解に陥る効果を抑えることができる。これに関連して “温度”の代替として量子揺らぎを利用した量子アニーリン

グ [77],[78]という手法も存在する。タブーサーチとは、現在の解から仮に改善されなくともその近傍の中で最良の解

へ更新する。局所最適解の近傍では、複数の更新後過去に探索した解へ戻ってきてしまう現象 “サイクリング”が起

こってしまう。それを避けるためタブーサーチでは、タブーリストと呼ばれる解の集合の定義しタブーリストに含ま

れる解への遷移を禁止することで、サイクリングを避ける。またその他の局所探索手法として形式的には属さないと

されることの多いが、遺伝的アルゴリズムという手法も存在する。それは、生物の自然淘汰、交叉、突然変異を模倣

したもので遺伝子に相当する評価関数に基づき解の更新を行う方法である。いずれも解を近傍へ更新することで最適

化をするため局所解への停留問題を何らかの方法で避けている。

局所最適化において関数の勾配情報を用いることができる場合は、勾配法といった手法が存在する。勾配法におい

てもさまざまな工夫によって局所解に陥りやすい難点を克服するための工夫が非常に多く存在する。

それでもなお局所最適化手法は局所的最小値に陥りやすいという欠点があるが、それを克服するために初期解をラ

ンダムに複数回サンプリングする手法があり、multi-start methodと呼ばれる [79]（Algorithm 9参照）。手法自体

はよく知られたものであるがその名はあまり知られていない。本論文中では、最終的に multi-start 法における量子

加速について議論する。
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Algorithm 9 Multi-start methodによる最小化

f∗ ←∞
for i = 1, 2, . . . until a termination condition is met do

xi ∈ S を S 上で一様ランダムに選択する。

xi から局所最適化をスタートし、局所最適解 xを得る。

if f(x) < f∗ then

x∗ ← x, f∗ ← f(x)

end if

end for
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